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EXACT SOLUTION OF FRACTIONAL DIFFUSION EQUATIONS USING 

THE VARIATIONAL ITERATION METHOD AND ADOMIAN 

DECOMPOSITION METHOD 

 

Abstract: In this paper, variational iteration method, Adomian decomposition method and method of 

separation of variables has been applied to obtain exact solutions of fractional diffusion equations. The new exact 

solutions of these equations have been obtained. It has been shown that the proposed methods provide a very 

effective, and powerful mathematical tool for solving nonlinear partial differential equations. 
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ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ДИФФУЗИИ ДРОБНОГО ПОРЯДКА 

МЕТОДОМ ВАРИАЦИОННЫХ ИТЕРАЦИЙ И МЕТОДОМ РАЗЛОЖЕНИЯ АДОМИАНА 

 

Аннотация: Метод вариационных итераций, метод разложения Адомиана и метод разделения 

переменных применены для нахождения точного решения уравнений диффузии дробного порядка. 

Получены новые точные решения этих уравнений. Показано, что эти методы являются эффективными и 

более мощными математическими инструментами для решения дифференциальных уравнений в частных 

производных дробного порядка. 

Ключевые слова: уравнения диффузии дробного порядка, метод вариационных итераций, метод 

разложения Адомиана, метод разделения переменных, дифференциальные уравнения в частных 

производных дробного порядка, точное решение. 

 

Введение. 

Дифференциальные уравнения в частных 

производных (ДУЧП) дробного порядка играют 

значительную роль при описании множества 

нелинейных проблем во многих областях науки и 

разработках, таких как гидроаэромеханика, 

робототехника, электромагнетизм, электрохимия, 

и т.д. [3, 9, 15, 20, 22, 23]. Кроме ограниченного 

количества этих уравнений, трудно найти их 

точные или приближенные решения. Поэтому 

нахождение точных или приближенных решений 

ДУЧП очень важно, для этого предложены 
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некоторые методы, чтобы решить их, например, 

метод разложения Адомиана [12, 21], метод 

вариационных итераций [1, 6, 7, 12], метод 

преобразования Лапласа [12], метод разделения 

переменных [12], упрощенный метод 

укороченных разложений [2, 10, 11, 16-18], метод 

sin-cos функций [14, 21], метод tanh-coth функций 

[13, 21], метод exp-функции [8], метод 

гомотопических возмущений [4, 5, 12, 21] и их 

различные модифицированные варианты. Из них 

метод вариационных итераций (МВИ), метод 

разложения Адомиана (МРА) и метод разделения 

переменных (МРП) широко используются, чтобы 

получить приближенные решения линейных и 

нелинейных дифференциальных уравнений 

целого или дробного порядка в науке и 

разработке. В данной работе эти методы 

применены для нахождения точного решения 

некоторых уравнений диффузии дробного 

порядка. 

 

Постановка задачи.  

Нелинейную дифференциальную уравнению 

в частных производных дробного порядка в 

общем виде можно записать так 

),,(),(),( txqtxNutxLu   где L – линейный, а 

N – нелинейный оператор; q(x,t) – аналитическая, 

а u(x,t) – неизвестная функция. 

 

Некоторые основные понятия. 

Дробные производные и интегралы Римана-

Лиувилля. Пусть ],[ ba – конечный интервал 

на действительной оси 
1R . Дробные интегралы 
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Здесь )(  – Гамма функция Эйлера. С 

учетом предыдущие дробные производные 
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где  Re  –  целая часть Re . Основные 

формулы производных и интегралов для 

дробного порядка: 
)()()(  uvvuuvDax  ,   

10),0()()(   fxfxfDI axax
, 

)()( )(  uvIuvvuI ab

b

aab  . 

Функция Миттаг-Лефлера. Функция 

Миттаг-Лефлера [3, 9, 20, 23] задается на 

множестве значений комплексного аргумента z с 

помощью бесконечного ряда и зависит от двух 

параметров α и β: 
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Если 1  , то приведенная формула 

определяет экспоненциальную функцию ez 
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Функция Миттаг-Лефлера играет важную 

роль в решении интегро-дифференциальных 

уравнений нецелых порядков. Многие 

специальные функции могут быть выражены 

через функции Миттаг-Лефлера с различными 

параметрами. К таким функциям, в частности, 

относятся гиперболические синус и косинус, 

функции Миллера-Роса, Работнова и др. 

 

Алгоритм решения задачи методом 

вариационных итераций.  
Нелинейную дифференциальную уравнению 

в частных производных в общем виде можно 

записать так ),,(),(),( txqtxNutxLu   где L – 

линейный оператор; N – нелинейный оператор; 

q(x,t) – аналитическая функция; u(x,t) – 

неизвестная функция. По идею вариационно-

итерационного метода [12] итерационную 

решению этого уравнения можно записать 

следующее соотношение  
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где  – множитель Лагранжа; 
nu~ – вариационный 

член, т.е. 
nu~ =0; ...)0,()0,(),(0  txuxutxu t

. 

Окончательно имеем: ).,(lim),( txutxu n
n
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Алгоритм решения задачи методом 

разложения Адомиана. 

Нелинейную дифференциальную уравнению 

в частных производных перепишем в виде 

),(),(),( txNutxqtxLu  , где L – 

дифференциальный оператор; 1L  – 

интегральный оператор. Применение обратного 

оператора к заданному уравнению:

 ),(),(),( 1 txNuLtxftxu  . Основная идея МРА 

это составление функциональное уравнение вида 

),(),(
0

txutxu
n

n




 . Отсюда имеем рекуррентное 

соотношение вида [12]:  

 ),();,(),( 1

10 txNuLutxftxu nn



  , 

0n . 

Пример 1.  

Требуется точно решать следующую 

смешанную задачу для однородного уравнения 

диффузии дробного порядка методом 

вариационных итераций (МВИ), методом 

разложения Адомиана (МРА) и методом 

разделения переменных (МРП) [12, 19]: 
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1) По идею МВИ имеем формулу 

приближенного решения задачи (1)-(3): 
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Здесь ),(  t  - множитель Лагранжа, а для 

стационарного случая 0
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Результаты применяя МВИ: 
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Точное решение задачи: 
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2) Для МРА имеем формулу приближенного 

решения задачи (1)-(3): 

),(),( 2

00 txuDItxuDI xttt

     

 






t

d
x

xu
xutxu

0

2

2

)(
),(

)1(

1
)0,(),( 




. 

По идею МРА: 
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Точное решение задачи: 
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3) По идею МРП имеем: 

)()(),( tTxXtxu  . Подставляя это 

выражение к уравнению (1) имеем две уравнения 

вида [18] 

TXXT )( 
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0 XX  , 0)()0(  XX . 

При 0  имеем 

xbxaxX  sincos)(  , 0)0( X  и 

0)( X    nxxXn sin)(  , Nn , а вторая 

02)(
 nn TnT

   

 tnECT nn

2 . 

Общее решение уравнение (1) и (2): 
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a из условия (3) имеем 

…2,3,4,=k,0,1

,sinsin)0,(

1

1



 




k

n
n

CC

nxCxxu
 

Точное решение задачи: 

)(sin),( 
 tExtxu  . 

Функции )( 
 tE  экспоненциально 

возрастающая. С увеличением значения α 

значение этой функции убивает. В частности, 

если 1 , то вместо уравнение (1) получим 

уравнение теплопроводности и ее точное 

решение имеет вид xetxu t sin),(  . 

Пример 2.  

Требуется точно решать следующую 

смешанную задачу для неоднородного уравнения 

диффузии дробного порядка МВИ и МРА [12]: 
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1) По идею МВИ имеем формулу 

приближенного решения задачи (4):  
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Результаты применяя МВИ: 
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и т.д. Точное решение задачи: 
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2) Для МРА имеем формулу приближенного 

решения задачи (4): 
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По идею МРА: 
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Если α=1, то вместо уравнение (4) получим 

уравнение теплопроводности и ее точное 

решение имеет вид  
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 Пример 3.  

Требуется точно решать следующую 

смешанную задачу для однородного трехмерного 

уравнения диффузии дробного порядка МРП, 

МВИ и МРА [12,19]: 
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1) По идею МРП имеем: 

 tTzZyYxXtzyxu  )()()(),,,( .  

Подставляя это выражение к уравнению (5) 

имеем одно уравнение вида 
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Общее решение задачи (5) и (6): 
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Из условия (7) имеем 
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Точное решение задачи:  

  .sinsinsin4),,,( zyxtEtzyxu  


 

2) По идею МВИ имеем формулу 

приближенного решения задачи (5)-(7):  
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Здесь )(  - множитель Лагранжа, а для 

стационарного случая 0
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Результаты применяя МВИ: 
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Точное решение задачи: 
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3) Для МРА имеем формулу приближенного 

решения задачи (5)-(7): 



Impact Factor: 

ISRA (India)       =  1.344 

ISI (Dubai, UAE) = 0.829 

GIF (Australia)    = 0.564 

JIF                        = 1.500 

SIS (USA)         = 0.912  

РИНЦ (Russia) = 0.207  

ESJI (KZ)          = 4.102 

SJIF (Morocco) = 2.031 

ICV (Poland)  = 6.630 

PIF (India)  = 1.940 

IBI (India)  = 4.260 
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По идею МРА:  
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   и т.д. 

Точное решение задачи: 
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Если α=1, то вместо уравнение (5) получим 

уравнение теплопроводности и ее точное 

решение имеет вид zyxetxu t sinsinsin),( 4 . 

 

Выводы.  

В данной работе получены точное решение 

уравнения диффузии дробного порядка по 

времени МВИ, МРА и МРП. Эту задачу точно 

также можно решать для случаев дробного 

порядка по пространству и их смещенного 

варианта. Законность и эффективность этих 

методов показывают, что методика решения 

нелинейных дифференциальных уравнений в 

частных производных дробного порядка дает 

очень быструю достижимость к точным 

решениям. Результаты данной работы 

показывают, что эти методы очень сильные и 

эффективные, которые может построить точное 

решение нелинейных дифференциальных 

уравнений. Поэтому эти эффективные методы 

могут быть использованы в дальнейших работах, 

чтобы получить точное решение многих других 

нелинейных уравнений дробного порядка 

математической физики. 
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