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ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ НЕКОТОРЫХ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ С ЗАПАЗДЫВАЮЩИМ АРГУМЕНТОМ В МЕДИЦИНЕ 

 

Аннотация: В данной работе вариационный итерационный метод применяется для 

дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом. Наглядные примеры из медицины приведены 

для демонстрации эффективности метода. 

Ключевые слова: дифференциальные уравнения с запаздывающим аргументом; метод вариационных 

итераций; приближенное и точное решение. 

 

Введение 

Дифференциальные уравнения с 

запаздывающим аргументом (ДУЗА) 

обеспечивают мощную модель многих явлений в 

прикладных науках. Математическое 

моделирование с ДУЗА широко используется для 

объяснения многих различных явлений в области 

наук о жизни, например, эпидемиология, 

иммунология, физиология и нейронные сети [6-

10]. Запаздывание в этих моделях могут быть 

связаны с продолжительностью некоторых 

скрытых процессов, таких как этапы жизненного 

цикла, время между заражением клетка и 

производство новых вирусов, продолжительность 

инфекционный период, иммунный период и т.д. В 

обыкновенные дифференциальные уравнения, 

неизвестное состояние и его производные 

оцениваются в одно и то же время. В ДУЗА, 

однако, эволюция системы в определенное время 

момент зависит от прошлой истории/памяти. 

Введение запаздывание в дифференциальной 

модели значительно увеличивается сложность 

модели.  

Недавно введенный метод вариационных 

итераций [1-5], который дает быстро сходящиеся 

последовательные приближения точного 

решение, если такое решение существует, 

оказалось успешным в вывод аналитических 

решений линейного и нелинейного 

дифференциального уравнения. Этот метод 
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предпочтительнее численных методов поскольку 

он свободен от ошибок округления и не требует ни 

большая мощность компьютера/памяти. Метод 

вариационных итераций был успешно применен к 

линейным и нелинейным задачам 

исследователями [5-15]. 

Основная идея данной статьи является 

расширение применения метода вариационных 

итераций для решения некоторых линейных 

ДУЗА разного порядка, которые в противном 

случае слишком сложны для обработки из-за их 

сложной природы.  

 

Постановка задачи. 

Рассмотрим следующую форму ДУЗА, 

которая содержит большой класс ДУЗА 
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Решение задачи (Метод вариационных 

итераций). 

Ниже представлен основная идея, лежащая в 

основе метода вариационных итераций для 

решения линейных и нелинейных уравнений. 

Рассмотрим общее нелинейное 

дифференциальное уравнение в виде 

Lu + Nu = f(t)                                                    (1) 

где L - линейный дифференциальный оператор, N 

- нелинейный оператор, а f - заданная 

аналитическая функция. Сущность метод 

заключается в построении корректирующего 

функционала вида  
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где  множитель Лагранжа, который может быть 

оптимально определен с помощью вариационной 

теории [1-5], un является приближенным решение, 

nu~
 обозначает ограниченную вариацию, то есть 

0~ =nu
 [1-5]. После определения множителя 

Лагранжа и выбора подходящая начальная 

функция u0, последовательные приближения un, и 

могут быть легко получены решения u. 

Следовательно, решение уравнения (1) 

определяется как 
n

n
uu

→
= lim

 [5]. 

 

Практическое применение. 

Пример 1. Рассмотрим следующую 

линейную ДУЗА [11] 
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который имеет точное решение u(t) = e-t. 

Метод вариационных итераций [3,5]. 

Для данного случая  = es-t, а итерационная 

формула пишутся в виде 
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Начальное приближение находим из 

начального условия, т.е. u0(t)=1. Последующие 

приближения находим с помощью предыдущей 

формулы используя математического пакета 

Maple 17: 
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Точное решение находим из пределя 
t
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. 

Если  =-1, то итерационная формула 

пишутся в виде 
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Начальное приближение находим из 

начального условия, т.е. u0(t)=1. Последующие 

приближения находим с помощью предыдущей 

формулы используя математического пакета 

Maple 17. После 15-итерации абсолютная 

погрешность не превышает 10-5, а дальнейшие 

приближения более точно уточняет решение 

задачи. 

Пример 2. Рассмотрим следующую 

линейную ДУЗА [11] 
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который имеет точное решение u(t) = et. 
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Метод вариационных итераций [3,5]. 

Для данного случая  = et-s, а итерационная 

формула пишутся в виде 
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Начальное приближение находим из 

начального условия, т.е. u0(t)=1. Последующие 

приближения находим с помощью предыдущей 

формулы используя математического пакета 

Maple 17: 
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Если берем  =-1, то итерационная формула 

пишутся в виде 
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Начальное приближение находим оставляем 

таким же, т.е. u0(t)=1. Последующие приближения 

находим с помощью предыдущей формулы 

используя математического пакета Maple 17. Как 

и в предыдущем примере, после 15-итерации 

абсолютная погрешность не превышает 10-5, а 

дальнейшие приближения более точно уточняет 

решение задачи. 

Пример 3. Рассмотрим следующую 

линейную ДУЗА [11] 
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который имеет точное решение u(t) = tet. 

Метод вариационных итераций [3,5]. 

Для данного случая  = et-s, а итерационная 

формула пишутся в виде 
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Начальное приближение находим из 

начального условия, т.е. u0(t)=0. Последующие 

приближения находим с помощью предыдущей 

формулы используя математического пакета 

Maple 17: 
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Если берем  =-1, то итерационная формула 

пишутся в виде 
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Начальное приближение остается таким же, 

т.е. u0(t)=0. Последующие приближения находим с 

помощью предыдущей формулы используя 

математического пакета Maple 17. Как и в 

предыдущем примере, после 15-итерации 

абсолютная погрешность не превышает 10-6, а 

дальнейшие приближения более точно уточняет 

решение задачи. 

Пример 4. Рассмотрим следующую 

линейную ДУЗА [11] 
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который имеет точное решение u(t) = et. 

Метод вариационных итераций [3,5]. 

Для данного случая  = s–t, а итерационная 

формула пишутся в виде 
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Начальное приближение находим из 

начального условия, т.е. u0(t)=1+t. Последующие 

приближения находим с помощью предыдущей 

формулы используя математического пакета 
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Maple 17. Как и в предыдущем примере, после 6-

итерации абсолютная погрешность не превышает 

10-10, а дальнейшие приближения более точно 

уточняет решение задачи. 

Если для данного случая выбираем  = et-s, то 

итерационная формула пишутся в виде 
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Начальное приближение остается таким же, 

т.е. u0(t)=1+t. Последующие приближения 

находим с помощью предыдущей формулы 

используя математического пакета Maple 17. В 

этом случае результаты итераций приближается 

медленно к точному решению. 

Пример 5. Рассмотрим следующую 

линейную ДУЗА [11] 

( )















===

=







+








+








−

−







−








−








+−

,1)0(0)0(

],1,0[,0
432

464

1

39

1

22

1
)()(

2

2

3

3

2

2

3

3

u
dt

d
u

dt

d
u

t
t

u
dt

dt
u

dt

dt
u

dt

d

t
u

t
u

t
ututu

dt

d

 
который имеет точное решение u(t) = et. 

Метод вариационных итераций [3,5]. 

Для данного случая  = – (s–t)2/2, а 

итерационная формула пишутся в виде 
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Начальное приближение находим из 

начального условия, т.е. u0(t)=1+t+t2/2. 

Последующие приближения находим с помощью 

предыдущей формулы используя 

математического пакета Maple 17. Как и в 

предыдущем примере, после 3-итерации 

абсолютная погрешность не превышает 10-7, а 

дальнейшие приближения более точно уточняет 

решение задачи. 

 

Выводы. 

Были продемонстрированы выполнимость 

метода вариационных итераций для решения 

ДУЗА. Получены высокоточные приближенные 

решения, или даже точное решение, только после 

нескольких итераций. Все приведенные примеры 

показывают, что результаты метода 

вариационных итераций согласие с теми, которые 

генерируются некоторыми другими методами 

[14,15]. Численные результаты также показывают, 

что метод вариационных итераций дает очень 

эффективный и удобный подход к 

приближенному решению ДУЗА и других 

уравнений [7-9,12-15]. 
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