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БИСИНГУЛЯРНЫЙ ИНТЕГРАЛ КОШИ С СУММИРУЕМОЙ ПЛОТНОСТЬЮ 

 

Аннотация: Получены оценки типа оценки Зигмунда для бисингулярного интеграла. На основе 

полученных оценок строится класс функций инвариантного относительно бисингулярного оператора. 

Ключевые слова: бисингулярный интеграл, оценка Зигмунда, инвариантное  пространство. 

 

Введение 

Kлассическая теорема об ограниченности 

сингулярного оператора с ядром Гильберта в 

пространстве𝐿𝑝 (𝑝 > 1) 

‖𝑓‖
𝐿𝑝[−𝜋,𝜋]

≤ 𝐴𝑝‖𝑓‖𝐿𝑝[−𝜋,𝜋] , 

где𝑓(𝑥) =
1

2𝜋
∫ 𝑓(𝑠)𝑐𝑡𝑔

𝑠−𝑥

2

𝜋

−𝜋
𝑑𝑠 , а 𝐴𝑝 –постоянная 

зависящая лишь от 𝑝 была доказана Н.H. Лузиным 
[7] при  𝑝 = 2 и М. Риссом [17] при 𝑝 > 1. 

В дальнейщем этот результат был перенесен 

в ряде работ для довольно широких классов 

жордановых спрямляемых кривых. Подробная 

предистория этого вопроса имеется в работе ⌈11⌉ 
см., кроме того, А. П. Кальдерон [13],[14]и 

Давида [12]. 
Для изучения особого интеграла  

�̃�(𝑥) = ∫
𝑢(𝑠)

𝑠−𝑥

𝑏

𝑎
𝑑𝑠 , 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) н 

(−∞ < 𝑎 < 𝑏 < +∞) с суммируемой плотностью 

в работе [5],[11]для функции 𝑢 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(𝑎, 𝑏) –

множества функций, суммируемых в 𝑝 − ой 

степении  на    любом внутренным отрезке в 

интервале (𝑎, 𝑏), были введены характеристики  

 

Ω𝑝(𝑢, 𝜉, 𝜂) = ( ∫ |𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝑏−𝜂

𝑎+𝜉

)
1

𝑝    𝜉, 𝜂 > 0 , 𝜉 + 𝜂 ≤ 𝑏 − 𝑎 = 𝑙, 

𝜔𝑝(𝑢, 𝛿, 𝜉, 𝜂) = 𝑠𝑢𝑝
0<ℎ≤𝛿

( ∫ |𝑢(𝑥 + ℎ) − 𝑢(𝑥)|𝑝𝑑𝑥

𝑏−𝜂−ℎ

𝑎+𝜉

)
1

𝑝  , 𝜉 + 𝜂 + ℎ ≤ 𝑙, 𝛿 > 0 

и при  1 <p< +∞ доказаны оценки,  

(Ω𝑝(�̃�), 𝜔𝑝(�̃�)), через  (Ω𝑝(𝑢), 𝜔𝑝(𝑢)). 

В предельном случае при 𝑝 = ∞ и 𝑢 ∈ 𝐶[𝑎,𝑏] 

эти результаты были получены в [1], [8], было 

показано, что оценки [2] в определенном смысле 

неулучшаемы. В [10] с помощью теоремы 

М.Рисса об ограниченном действии оператора �̃� в 

пространстве 𝐿𝑝(𝑎, 𝑏), уточнены результаты, 

полученные в [1], [3]. 

http://s-o-i.org/1.1/tas
http://dx.doi.org/10.15863/TAS
http://t-science.org/
mailto:tolliboyabsalamov@gmail.com
http://s-o-i.org/1.1/TAS-11-103-41
https://dx.doi.org/10.15863/TAS.2021.11.103.41
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Одной из первых работ, посвященных 

повторному особому интегралу с ядром Гильберта  

(𝐵𝑓)(𝑥1, 𝑥2) = 𝑔(𝑥1, 𝑥2) =
1

4𝜋2 ∫ ∫ 𝑓(𝑥 + 𝑡, 𝑦 +
𝜋

−𝜋

𝜋

−𝜋

𝜏)𝑐𝑡𝑔
𝑡

2
𝑐𝑡𝑔

𝜏

2
𝑑𝑡𝑑𝜏, 

была работа Л. Чезари [15 ]. Он доказал, что если 

𝑓 ∈ 𝐻(𝛿1
𝛼,𝛿2

𝛼)
2  то 

𝑔 ∈ 𝐻(𝛿1  
𝛼 |𝑙𝑛𝛿1|,𝛿2

𝛼|𝑙𝑛𝛿2|)
2  

Следуя Л.Чезари, И.Е.Жак [6] в своей работе 

также показал, что класс функций 𝐻(𝛿1
𝛼,𝛿2

𝛼)
2   не 

инвариантен относительно оператора 𝐵. В этой же 

работе доказано, что классы функций 

𝐻𝛼,𝛽 = {𝑓 ∈ 𝐶[−𝜋,𝜋]2 :  

𝜔𝑓(𝛿1, 𝛿2) = 𝑂(𝛿1
𝛼𝛿2

𝛽),  

𝜔𝑓
1(𝛿1) = 𝑂(𝛿1

𝛼), 

𝜔𝑓
2(𝛿2) = 𝑂(𝛿2

𝛽
), 0 < 𝛼, 𝛽 < 1} 

инвариантны относительно оператора 𝐵. 

Рассмотрим бисингулярный интеграл вида:    

�̃�(𝑥1, 𝑥2) = ∫ ∫
𝑢(𝑠1, 𝑠2)

(𝑠1 − 𝑥1)(𝑠2 − 𝑥2)

𝑏2

𝑎2

𝑑𝑠1𝑑𝑠2,

𝑏1

𝑎1

 

где функция   

𝑢 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(𝑎1, 𝑏1) = 

= {𝑢: ∀𝜉1, 𝜂1 > 0, 𝜉1 + 𝜂1 ≤ 𝑏1−𝑎1 = 𝑙1, 𝑢

∈ L𝑝[𝑎1 + 𝜉1, 𝑏1 − 𝜂1, 𝑎2, 𝑏2]} ,  

𝑝 > 1. 
Введем характеристики 

Ω𝑝,1(𝑢, 𝜉1, 𝜂1, 𝜉) = ( ∫ ∫ |𝑢(𝑥1, 𝑥2)|
𝑝𝑑𝑥1𝑑𝑥2

𝑎2+𝜉

𝑎2

𝑏1−𝜂1

𝑎1+𝜉1

)

1

𝑝

,  

Ω𝑝,2(𝑢, 𝜉1, 𝜂1, 𝜉) = ( ∫ ∫ |𝑢(𝑥1, 𝑥2)|
𝑝𝑑𝑥1𝑑𝑥2

𝑏2

𝑏2−𝜉

𝑏1−𝜂1

𝑎1+𝜉1

)

1/𝑝

, 

𝜔𝑝,1 (𝑢, 𝛿, 𝜉1, 𝜂1, 𝜉) = sup
0<ℎ<𝛿

( ∫ ∫ |𝑢(𝑥1 + ℎ, 𝑥2) − 𝑢(𝑥1, 𝑥2)|
𝑝𝑑𝑥1𝑑𝑥2

𝑎1+𝜉

𝑎1

𝑏1−𝜂1−ℎ 

𝑎1+𝜉1

)

1

𝑝

, 

 

𝜔𝑝,2 (𝑢, 𝛿, 𝜉1, 𝜂1, 𝜉) = sup
0<ℎ<𝛿

( ∫ ∫ |𝑢(𝑥1 + ℎ, 𝑥2) − 𝑢(𝑥1, 𝑥2)|
𝑝𝑑𝑥1𝑑𝑥2

𝑏2

𝑏2−𝜉

𝑏1−𝜂1−ℎ 

𝑎1+𝜉1

)

1/𝑝

, 

 

где     𝜉1 + 𝜂1 + ℎ ≤ 𝑙1, 𝛿 > 0. 
Пользуясь [16-19 ] доказано 

Тeoremа 1. Пусть 𝑢𝜖𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(𝑎1, 𝑏1) . Тогда при 

сходимости соответствующих интегралов 

справедливо неравенства  

 

Ω𝑝,𝑖(�̃�, 𝜉1, 𝜂1, 𝜉) ≤ 𝐶𝑝

[
 
 
 
 
1

𝜉1

1

𝑞

𝜉
1

𝑝 ∫ ∫
Ω𝑝,𝑖 (𝑢1, 𝑡1,

𝑙1

2
, 𝑡2)

𝑡1

1

𝑝𝑡2
1+

1

𝑝

𝑙2

𝜉

𝜉1
2

0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2 +
1

𝜂1

1

𝑞

𝜉
1

𝑝 ∫ ∫
Ω𝑝,𝑖 (𝑢1,

𝑙1

2
, 𝑡1, 𝑡2)

𝑡1

1

𝑝𝑡2
1+

1

𝑝

𝑙2

𝜉

𝜂1
2

0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2

+ 𝜉
1

𝑝

(

 
 1

𝜉1

1

𝑞

∫
Ω𝑝,𝑖 (𝑢, 𝑡1,

𝑙1

2
, 𝑙2)

𝑡1

1

𝑝

𝜉1
2

0

𝑑𝑡1 +
1

𝜂1

1

𝑞

∫
Ω𝑝,𝑖 (𝑢,

𝑙1

2
, 𝑡1, 𝑙2)

𝑡1

1

𝑝

𝜂1
2

0

𝑑𝑡1 + Ω𝑝,𝑖 (𝑢1,
𝜉1

2
,
𝜂1

2
, 𝑙2)

)

 
 

]
 
 
 
 

,  

𝜉 ∈ [0,
𝑙2
4
]                                                

Ω𝑝,𝑖(�̃�, 𝜉1, 𝜂1, 𝜉) ≤ 𝐶𝑝

[
 
 
 
 
1

𝜉1

1

𝑞

∫
Ω𝑝,𝑖 (𝑢1, 𝑡,

𝑙1

2
, 𝑙2)

𝑡
1

𝑞

𝜉1
2

0

𝑑𝑡 +
1

𝜂1

1

𝑞

∫
Ω𝑝,𝑖 (𝑢1, 𝑡,

𝑙1

2
, 𝑙2)

𝑡
1

𝑞

𝜂1
2

0

𝑑𝑡

]
 
 
 
 

,  

𝜉 ∈ [
𝑙2
4

, 𝑙2]     
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𝜔𝑝,𝑖
(�̃�, 𝛿, 𝜉1, 𝜂1, 𝜉) ≤

≤ 𝐶𝑝

[
 
 
 
 

𝛿

𝜉1 + 𝛿

1

𝜉1

1

𝑞

𝜉
1

𝑝 ∫ ∫
Ω𝑝,𝑖 (𝑢1, 𝑡1,

𝑙1

2
, 𝑡2)

𝑡1

1

𝑝𝑡2
1+

1

𝑝

𝑙2

𝜉

𝜉1
2

0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2 +
𝛿

𝜂1 + 𝛿

1

𝜂1

1

𝑞

𝜉
1

𝑝 ∫ ∫
Ω𝑝,𝑖 (𝑢1,

𝑙1

2
, 𝑡1, 𝑡2)

𝑡1

1

𝑝𝑡2
1+

1

𝑝

𝑙2

𝜉

𝜂1
2

0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2

+ 𝜉
1

𝑝𝜔𝑝,𝑖 (𝑢, 𝛿,
𝜉1

2
,
𝜂1

2
, 𝑙2)

]
 
 
 
 

, 

где  0 < 𝛿 ≤ min {𝜉1, 𝜂1 }, 𝑖 = 1,2. 

Обозначим через 𝐺 класс пар положительных 

функций (𝜑(𝜉1, 𝜂1, 𝜉), 𝜓(𝛿, 𝜉1, 𝜂1, 𝜉))  

определенных соответственно на множествах  

{𝜉1, 𝜂1, 𝜉 > 0, 𝜉1 + 𝜂1 ≤ 𝑙1}, {0 <
𝛿, 𝜉1, 𝜂1, 𝜉, 𝜉1 + 𝜂1 ≤ 𝑙1} и таких, что 

𝜑(𝜉1, 𝜂1, 𝜉), 𝜓(𝛿, 𝜉1, 𝜂1, 𝜉)  почти убывает по 𝜉1, 𝜂1 

и неубывающими по𝜉(равномерно по остальным 

аргументам), 𝜓(𝛿, 𝜉1, 𝜂1, 𝜉) почти возрастает по 

𝛿 (равномерно по остальным аргументам),   
𝜓(𝛿,𝜉1,𝜂1,𝜉)

𝛿
 почти убывает по 𝛿 (равномерно по 

остальным аргументам),   𝜓(𝛿, 𝜉1, 𝜂1, 𝜉) → 0 при 

𝛿 → 0. 
Пусть (𝜑, 𝜓)∈ 𝐺. Обозначим через 𝐻𝜑𝜓

𝑝
 

множество функций из 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(𝑎1, 𝑏1) таких, что 

существует постоянные    𝐶1, 𝐶2 > 0,  
Ω𝑝,𝑖(𝑢, 𝜉1, 𝜂1, 𝜉) ≤ 𝐶1𝜑(𝜉1, 𝜂1, 𝜉) 

𝜔𝑝,𝑖(𝑢, 𝛿, 𝜉1, 𝜂1, 𝜉) ≤ 𝐶2𝜓(𝛿, 𝜉1, 𝜂1, 𝜉). 

Множество 𝐻𝜑𝜓
𝑝

 в норме 

‖𝑢‖
𝐻𝜑𝜓

𝑝 =

= max
𝑖

{ 𝑠𝑢𝑝
𝜉1 ,𝜂1,𝜉

Ω𝑝,𝑖(𝑢, 𝜉1, 𝜂1, 𝜉)

𝜑(𝜉1, 𝜂1, 𝜉)
, 𝑠𝑢𝑝
𝜉1,𝜂1,𝜉

𝜔𝑝,𝑖(𝑢, 𝛿, 𝜉1, 𝜂1, 𝜉)

𝜓(𝛿, 𝜉1, 𝜂1, 𝜉
} 

является банаховым пространством. 

Множество тех (𝜑,𝜓) ∈ 𝐺 для которых 

сходятся интегралы  

∫ ∫
𝜑 (𝑡1,

𝑙

2
, 𝑡2)

𝑡1

1

𝑝𝑡2
1+

1

𝑝

𝑙2
2

0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2

𝑙1
2

0

, ∫ ∫
𝜑 (

𝑙

2
, 𝑡1, 𝑡2)

𝑡1

1

𝑝𝑡2
1+

1

𝑝

𝑙2
2

0

𝑑𝑡1𝑑𝑡2

𝑙1
2

0

 

обозначим через 𝐺0. 

Теорема 3. Пусть (𝜑, 𝜓) ∈ 𝐺0.  Тогда 

оператор �̃� действует из 𝐻𝜑𝜓
𝑝

 в 𝐻
�̅��̅�

𝑝
 и ограничен, 

где  

 

�̅�(𝜉1, 𝜂1, 𝜉) =
1

𝜉1

1

𝑞

𝜉
1

𝑝 ∫ ∫
𝜑 (𝑡1,

𝑙1

2
, 𝑡2)

𝑡1

1

𝑝𝑡2
1+

1

𝑝

𝑙2

𝜉

𝑑𝑡1𝑑𝑡2

𝜉1
2

0

+
1

𝜂1

1

𝑞

𝜉
1

𝑝 ∫ ∫
𝜑 (

𝑙1

2
, 𝑡1, 𝑡2)

𝑡1

1

𝑝𝑡2
1+

1

𝑝

𝑙2

𝜉

𝑑𝑡1𝑑𝑡2

𝜂1
2

0

 

�̅�(𝛿, 𝜉1, 𝜂1, 𝜉) =
𝛿

𝜉1 + 𝛿

1

𝜉1

1

𝑞

𝜉
1

𝑝 ∫ ∫
𝜑 (𝑡1,

𝑙1

2
, 𝑡2)

𝑡1

1

𝑝𝑡2
1+

1

𝑝

𝑙2

𝜉

𝑑𝑡1𝑑𝑡2

𝜉1
2

0

+ 

+
𝛿

𝜂1 + 𝛿

1

𝜂1

1

𝑞

𝜉
1

𝑝 ∫ ∫
𝜑 (

𝑙1

2
, 𝑡1, 𝑡2)

𝑡1

1

𝑝𝑡2
1+

1

𝑝

𝑙2

𝜉

𝑑𝑡1𝑑𝑡2

𝜂1
2

0

+ 𝜉
1

𝑝𝜓(𝛿, 𝜉1, 𝜂1, 𝜉) 

 

Обозначим через 𝐻𝑝 класс пар 

положительных функций (𝜑(𝜉1, 𝜉), 𝜓(𝛿, 𝜉1, 𝜉)), 

удовлетворяющих условиям: 

1. 
1

𝜉1

1
𝑞

∫ ∫
(𝑡1𝑡2)

1
𝑞𝜑(𝑡1,𝑡2)

𝑡1𝑡2
𝑑𝑡1𝑑𝑡2

𝜉

0

𝜉1

0
= 

= 𝑂 ((𝑡1𝑡2)
1

𝑞𝜑(𝜉1, 𝜉)) 

2. 𝜓 (𝛿,
𝜉1

2
,
𝜉

2
) = 𝑂(𝜓(𝛿, 𝜉1, 𝜉)) 

3. 
𝛿

𝛿+𝜉1
𝜑(𝜉1, 𝜉) = 𝑂(𝜓(𝛿, 𝜉1, 𝜉)), 

где  постоянные в "𝑂" отношениях не зависят от 

𝛿, 𝜉1, 𝜉. 

По определению (𝜑,𝜓) ∈ 𝐺0𝐻𝑃 , если (𝜑, 𝜓) ∈
𝐺0 и 

 

(𝜑 (𝜉1,
𝑙1

2
, 𝜉) , 𝜓 (𝛿, 𝜉1,

𝑙1

2
, 𝜉)) , (𝜑 (

𝑙1

2
, 𝜉1, 𝜉) , 𝜓 (𝛿,

𝑙1

2
, 𝜉1, 𝜉)) ∈ 𝐻𝑝 (0 < 𝜉, 𝜉1 ≤

𝑙1

2
). 

 

Теорема 4. Пусть (𝜑, 𝜓) ∈ 𝐺0𝐻𝑝. Тогда 

оператор �̃� действует в 𝐻𝜑𝜓
𝑝

 и ограничен.  

Доказательство этого утверждения следует из 

теоремы 3 и определения класса 𝐺0𝐻𝑃. 

 

 



Impact Factor: 

ISRA (India)        = 6.317 

ISI (Dubai, UAE) = 1.582 

GIF (Australia)    = 0.564 

JIF                        = 1.500 

SIS (USA)         = 0.912  

РИНЦ (Russia) = 3.939  

ESJI (KZ)          = 9.035 

SJIF (Morocco) = 7.184 

ICV (Poland)  = 6.630 

PIF (India)  = 1.940 

IBI (India)  = 4.260 

OAJI (USA)        = 0.350 
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