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СУПЕРРАСШИРЕНИЕ НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА, ЕГО ВЫСШИЕ 

СИММЕТРИИ 

 

Аннотация: Один из способов интегрирования нелинейных моделей связан с вычислением алгебры Ли-

Бэклунда, включающий в себя множество высших симметрий уравнения. Этот подход позволяет 

систематический находит частные решения, причем высшие симметрии связаны с решениями солитонного 

типа. В этой работе опишем групп симметрии cуперрасширения нелинейного уравнения Шредингера. 

Ключевые слова: Шредингер, высшие симметрии, группы преобразований, солитонные решения, 

инвариантность, интегралы движения, Ли-Бэклунда, группа симметрии. 

 

Введение 

Интерес к супер симметричным моделям в 

физике привел к широкому развитию математики 

функций от антикоммутирующих переменных. Ее 

теперь часто называют суперматематикой, 

поскольку для пространства, в котором 

координаты могут как коммутировать так и 

антикоммутировать, принято название 

суперпространство, а для алгебр и групп Ли с 

антикоммутирующими параметрами - название 

алгебра и супергруппа Ли [7,8,9]. 

Супералгеброй Ли, называется вещественное 

или комплексное 𝑍2 - градуированное линейное 

пространство с фиксированной четностью  

𝑔 = °𝑔 ⊕1 𝑔, 

в котором определена билинейная операция [x,у], 

причем для однородных элементов справедливы 

тождества 

α([x, y]) = α(x) + α(y), 
[𝑥, 𝑦] = (−1)𝛼(𝑥)𝛼(𝑦)+1[𝑦, 𝑥], 

[𝑥, [𝑦, ᵶ]](−1)𝛼(𝑥)𝛼(𝑧)+[ᵶ, [𝑥, 𝑦]]

− (−1)𝛼(𝑧)𝛼(𝑦)+[𝑦, [ᵶ, 𝑥]]

− (−1)𝛼(𝑦)𝛼(𝑥) = 0. 
В случае [х,у] = 0 супералгебра 𝑔 называется 

коммутативной. 

Супералгебры Ли связаны с 𝑍2 - 

градиурованными ассоциативными алгебрами 

подобно тому, как обычные алгебры Ли связаны с 

обычными ассоциативными алгебрами. Каждая из 

операции 

http://s-o-i.org/1.1/tas
http://dx.doi.org/10.15863/TAS
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[𝑥, 𝑦] = 𝑥𝑦 − (−1)𝛼(𝑥)∙𝛼(𝑦)𝑦𝑥, 
[𝑥, 𝑦] = (−1)𝛼(𝑥)∙𝛼(𝑦)𝑥𝑦 − 𝑦𝑥, 

где х,у - однородные элементы 𝑍2- 

градуированной ассоциативной алгебры U, 

превращает ее в супералгебру Ли [10]. 

Алгебра состоящая из матриц, 

удовлетворяющих условию 

𝐴𝐽 + 𝐽𝐴𝑠𝑡 = 0,     где  𝐽 = (

0 𝐼𝑝 0

−𝐼𝑝 0 0

0 0 𝐼𝑞

), 

называется ортогонально - симплектической 

супералгеброй Ли и обозначается 𝑜𝑠𝑝(2𝑝/𝑞). 

Структура таких матриц А имеет вид: 

𝐴 = (
𝐴 𝐵 0
𝐶 −𝐴′ 0
0 0 𝐹

) +  (
0 0 𝜇
0 0 𝑉
𝑉′ −𝜇′ 0

). 

Алгебра 𝑜𝑠𝑝(2𝑝/𝑞)  тесно связана с 

линейными суперкононическими 

преобразованиями. 

 

OSP(2/1) – нелинейное уравнение Шредингера 

 

Развитие теоретической физики привело к 

необходимости исследования градуированных и 

супер симметричных расширений солитонных 

уравнений. В исследованиях авторов [1,2] были 

построены 𝑍2- градуированное суперобобщение 

нелинейного уравнения Шредингера OSP(2/1) - 

S3: 

       𝑖𝑞𝑡 + 𝑞𝑥𝑥 − 2𝑟2𝑞2 − 4𝑞 𝛽 𝜀 − 4 𝜀 𝜀𝑥 = 0 , 
 𝑖𝑟𝑡 − 𝑟𝑥𝑥 + 2𝑞𝑟2 + 4𝑟𝛽𝜀 − 4𝛽𝛽𝑥 = 0 ,           (1) 

        𝑖𝜀𝑡 + 2 𝜀𝑥𝑥 + 2𝑞𝛽𝑥 + 𝑞𝑥𝛽 − 𝜀𝑟𝑞 = 0 , 
        𝑖𝛽𝑡 − 2 𝛽𝑥𝑥 − 2𝑟𝜀𝑥 − 𝑟𝑥𝜀 + 𝛽𝑟𝑞 = 0 , 
где  𝛼(𝑞) = 𝛼(𝑟) = 0,   𝛼(𝛽) = 𝛼(𝜀) = 1,    𝛼 - 

функция четности, т.е  𝑞(𝑥, 𝑡), 𝑟(𝑥, 𝑡) – 

коммутирующие (бозонные), 𝛽(𝑥, 𝑡), 𝜀(𝑥, 𝑡) – 

антикоммутирующие(фермионные) искомые 

функции. 

Система уравнений (2.1) является условием 

совместности линейной системы 

𝜑х =  𝑈(𝑥, 𝑡, 𝜆) ∙ 𝜑,    𝜑𝑡 =  𝑉(𝑥, 𝑡, 𝜆) ∙  𝜑 , 
где   𝑈, 𝑉 𝜖 𝑜𝑠𝑝(2/1), 𝜑 𝜖 𝑂𝑆𝑃(2/1) , 

            
𝑈 = і𝜆 е0 + 𝑟е1 + 𝑞е2 + 𝛽𝑞1 + 𝜀𝑞2

𝑉 = 2𝜆𝑈 + 𝑉0 .
  

Здесь 

-𝑖𝑉0 = (𝑟𝑞 + 2𝛽𝜀)𝑒0 −  𝑟хе1 + 𝑞𝑥𝑒2 − 2𝛽𝑥𝑞1 +
2𝜀𝑥𝑞2, 

где  е𝑘 ,  𝑞𝑘 - генераторы супергруппы OSP(2/1): 

𝑒0 = (
1 0 0
0 −1 0
0 0 0

) , 𝑒1 = (
0 1 0
0 0 0
0 0 0

),  

𝑒2 = (
0 0 0
0 0 0
0 −1 0

), 

𝑒2 =  е1
𝑠𝑡 ,     𝑞2 =  − 𝑞1

𝑠𝑡 , 
удовлетворяющие коммутационным 

соотношениям 
[𝑒0, 𝑒1] =  2е1,     [𝑒1, 𝑒2] =  е0,      [𝑒2, 𝑞2]  =  0, 

[𝑒0, 𝑒2] =  −2е2,   [𝑒1, 𝑞1] = 0,    {𝑞1, 𝑞1} =  −2𝑒1, 
[𝑒0, 𝑞1] = 𝑞1,          [𝑒1, 𝑞2] = 𝑞1,          {𝑞1, 𝑞2} =  𝑒0, 
[𝑒0, 𝑞2] = −𝑞2,      [𝑒2, 𝑞1] = 𝑞2,       {𝑞2, 𝑞2} =  2𝑒2, 

 

где st - операция супертранспонирования, [,] - 

коммутатор, {,}- антикоммутатор. 

Непосредственной проверкой нетрудно 

установить следующие равенства 

 

𝑈𝑠𝑡 = − Н𝑈Н−1,   𝑉𝑠𝑡 = − Н𝑉Н−1,    
 𝜑𝑠𝑡 = Н𝜑−1Н−1 , 

где  Н = 𝑑𝑖𝛼𝑔(−𝑖𝜎2, 1) – ортосимплектическая 

матрица супергруппы OSP(2/1),   

𝜎2  =  (
0  − 𝑖
𝑖      0

). 

Система уравнений OSP(2/1)-S3 (1) как 

интегрируемое уравнение обладает N - 

солитонным решением, бесконечным числом 

интегралов движения и т.д. 

Пусть функции  𝑞 , 𝑟 , 𝛽 , 𝜀  исчезают при 

⃓ x⃓ = ∞. Тогда  плотности  𝑃𝑛 локальных 

интегралов движения 

𝐼𝑛 = ∫ 𝑃𝑛

∞

−∞

(𝑞, 𝑟, 𝛽, 𝜀) 𝑑𝑥 

определяются по рекуррентным формулам 

𝑃𝑛 = −
1

𝑖
(𝑟  𝑞𝑛 + 𝛽𝛼𝑛), 

где   𝑞𝑛+1 =  
𝑖

2
[𝑞𝑛𝑥  + ∑ 𝑞𝑘

𝑛−1
𝑘=1 (𝑟 𝑞𝑛−𝑘  +

 𝛽 𝛼𝑛−𝑘)  − 𝜀 𝛼𝑛] 

𝛼𝑛+1 = 𝑖 𝛼𝑛𝑥 +  𝑖 ∑ 𝛼𝑘(𝑟𝑞𝑛−𝑘 + 𝛽𝛼𝑛−𝑘)
𝑛−1

𝑘=1

+  𝑖 𝛽𝑞𝑛, 

𝑛 =  1,2, , … ;  𝑞1  =
1

2
 𝑞 , 𝛼1  =  −𝑖 𝜀. 

Первые несколько интегралов сохранения  

𝐼1 = ∫ (
1

2

+∞

−∞

 𝑟 𝑞 + 𝛽𝜀)𝑑𝑥 ,                   

𝐼2 = 𝑖 ∫ (
1

4
 𝑟𝑞𝑥 + 𝛽𝜀𝑥)𝑑𝑥,

+∞

−∞

 

𝐼3 = ∫ (
1

4
𝑟𝑞𝑥𝑥 +

1

4
𝑟2𝑞2 + 𝑟𝜀𝜀𝑥 − 2𝛽𝜀𝑥𝑥 − 𝑞𝛽𝛽𝑥

+∞

−∞

 

+𝑟𝑞𝛽𝜀)𝑑𝑥. 
 

Симметрии уравнения 

Выявление симметрии нелинейных моделей 

вызывает особый интерес, поскольку служит 

одним из немногих способов исследования их 

точных свойств. Один из способов 

интегрирования связан с вычислением алгебры 

Ли-Бэклунда, включающий в себя множество 

высших симметрий уравнения. Этот подход 

позволяет систематический находит частные 

решения, причем высшие симметрии связаны с 

решениями солитонного типа [3, 4]. В этом пункте 

опишем групп симметрии уравнений OSP(2/1)-S3 

[5, 11]. 
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Для анализа дифференциальных уравнений 

методами теории групп, произвольная система 

уравнений 

𝑢𝑡 = 𝐹(𝑢, 𝑢𝑥 , 𝑢𝑥𝑥 , . . . ) ,                  (2) 

и ее различные производные рассматриваются как 

бесконечномерное многообразие [F] в 

пространстве переменных 

𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑢1 ≡ 𝑢𝑥 , 𝑢2 ≡  𝑢𝑥𝑥  , . . .  . 
Тогда условие инвариантности многообразия 

[F] по отношению группы преобразований 

записывается в виде следующего 

дифференциального уравнения [3] 
𝜕𝐺

𝜕𝑡
= 𝐺

𝜕𝐹

𝜕𝑢
 +  𝐷(𝐺)

𝜕𝐹

𝜕𝑢1
+∙∙∙ + 𝐷𝑚(𝐺) 

𝜕𝐹

𝜕𝑢𝑚
,        (3) 

где  
𝜕

𝜕𝑡
, 𝐷 -операторы полного 

дифференцирования по  t и x соответственно, 
𝜕

𝜕𝑡
𝐺 

- вычисляется с помощью уравнений (2). Решения 

дифференциального уравнения (3) образуют 

алгебру Ли-Бэклунда, соответствующей системе 

зволюционных уравнений (2). 

Тогда соответствующие определяющие 

уравнения для операторов Ли-Бэклунда 

𝑋 = 𝜑
𝜕

𝜕𝑞
+ 𝜓

𝜕

𝜕𝑟
 +  𝛿

𝜕

𝜕𝜀
+ 𝛾

𝜕

𝜕𝛽
+∙∙∙ , 

допускаемой суперрасширением нелинейного 

уравнения Шредингера (1) имеет вид  

 

(𝑖𝐷𝑡 + 𝐷2 −  4𝑟𝑞 +  4𝜀𝛽)𝜑 − 2𝑞2𝜓 + (−4𝑞𝛽 
+  4𝜀х −  4𝜀𝐷)𝛿 +  4𝑞𝜀𝛾 =  0, 

(−𝑖𝐷𝑡 + 𝐷2 −  4𝑞𝑟 +  4𝜀𝛽)𝜓 −  2𝑟2𝜑 + (4𝑟𝜀
− 4𝛽𝑥 + 4𝛽𝐷)𝛾 +  4𝑞𝜀𝛿 =  0, 

(𝑖𝐷𝑡  + 2𝐷2 − 𝑟𝑞)𝛿 + (2𝛽𝑥  +  𝛽𝐷 −  𝜀𝑟)𝜑
+ (2𝑞𝐷 +  𝑞𝑥)𝛾 −  𝜀𝑞𝜓 =  0, 

(−𝑖𝐷𝑡 + 2𝐷2 − 𝑟𝑞)𝛾 + (2𝜀𝑥 +  𝜀𝐷 −  𝛽𝑞)𝜓 
+  (2𝑟𝐷 +  𝑟𝑥)𝛿 − 𝛽𝑟𝜑 =  0 . 

 

Решение определяющего уравнения (3), 

зависящего  от    𝑢, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑚   вида  

𝐺(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑚) 

будем называть решением  m - порядка и 

обозначим через  𝐺(𝑚).  

В дальнейшем рассмотрим решение 

определяющих уравнений (4) явно независящих 

от х,t. 

) 
ЛЕММА. Решение m- порядка  системы 

определяющих уравнений (4) имеет вид 

𝜑(𝑚) = 𝑎𝑞𝑚 + 𝜑′ , 𝜓(𝑚) =  𝑏𝑟𝑚 + 𝜓′ ,

δ(m) = сεm + δ′, 𝛾(m) = dβm + γ′.
       (5) 

где а, b, с, d - постоянные числа, функций  𝜑′, 𝜓′,
𝛿′, 𝛾′ - зависят от переменных (𝑞, 𝑟, 𝜀,
𝛽, . . . , 𝑞𝑚−1, 𝑟𝑚−1, 𝜀𝑚−1, 𝛽𝑚−1 ). 

Доказательство. Подставляя функции  

𝜑(𝑚), 𝜓(𝑚), 𝛿(𝑚) , 𝛾(𝑚) 

зависящие только от 𝑞, 𝑟 , 𝜀 , 𝛽  и их производных 

по х до m - го порядка включительно в (4а) 

получаем 

 

(𝑖𝐷𝑡 + 𝐷2 − 4𝑟𝑞 + 4𝜀𝛽)𝜑(𝑚) − 2𝑞2𝜓(𝑚)

+ (−4𝑞𝛽 + 4𝜀𝑥 − 4𝜀𝐷)𝛿(𝑚) +  

+4𝑞𝜀 𝛾(𝑚) = 2𝑟𝑚+2𝜑𝑟𝑚
+  𝜀𝑚+2𝜑𝜀𝑚

−

3𝛽𝑚+2𝜑𝛽𝑚
+ . ..  ,           (6) 

 

где многоточием отмечены слагаемые меньшего 

порядка. Отсюда получаем, что должно быть 

𝜑𝑟𝑚
= 0,     𝜑𝜀𝑚

= 0,        𝜑𝛽𝑚
= 0 .            (7) 

Тогда, учитывая равенств (7), уравнение (6) 

перепишется в виде 

(𝑖𝐷𝑡 + 𝐷2 − 4𝑟𝑞 + 4𝜀𝛽)𝜑(𝑚) − 2𝑞2𝜓(𝑚)

+ (−4𝑞𝛽 + 4𝜀𝑥 − 4𝜀𝐷)𝛿(𝑚) +  

+4𝑞𝜀 𝛾(𝑚) = 2𝐷𝜑𝑞𝑚
𝑞𝑚+1 + ℎ(𝑚) . 

Следовательно,       

𝐷𝜑𝑞𝑚
= 0,     т. е.   𝜑𝑞𝑚

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.              (8) 

В силу этих равенств, из (7), (8) следует 

справедливость первого равенства в (5). 

Поступая аналогично со всеми остальными 

определяющими уравнениями (4б-г), можно 

окончательно убедится в справедливости 

утверждения леммы. 

Используя схему, указанную в 

доказательстве леммы, найдем решения 

определяющих уравнений первых нескольких 

порядков в следующем виде: 

 

 0)  𝜑(0) = 𝑞, 𝜓(0) = −𝑟 , 𝛿(0) = 𝜀/2, 𝛾(0) = −𝛽/2 

1)  𝜑(1)  = 𝑞𝑥 , 𝜓(1) = 𝑟х , 𝛿(1) =  𝜀х , 𝛾(1) = 𝛽𝑥 

 2)  𝜑(2) = 𝑞𝑥𝑥 − 2𝑞2𝑟 − 4𝑞𝛽𝜀 − 4𝜀 𝜀х , 
       𝜓(2) = −𝑟хх + 2𝑟2𝑞 + 4𝑟𝛽𝜀 − 4𝛽𝛽𝑥 , 
       𝛿(2) = 2𝜀хх + 2𝑞𝛽х +  𝑞𝑥𝛽 − 𝑟𝑞𝜀 ,  
       𝛾(2) = −2𝛽𝑥𝑥 − 2𝑟𝜀𝑥 − 𝑟𝑥𝜀 + 𝛽𝑟𝑞,     и  т.д.   

 

Легко показать, что по шаговое уточнение 

алгебры (5) для любого m приведет к следующим 

равенствам 

 

𝜑(𝑚) = 𝑞𝑚 +∙∙∙ ,       𝜓(𝑚) = (−1)𝑚−1𝑟𝑚 +∙∙∙∙, 

𝛿(𝑚) = 2𝑚−1𝜀𝑚  +  … ,          
𝛾(𝑚) = (−2)𝑚−1𝛽𝑚+ . . . , 𝑚 =  1, 2, . . .. 

 

В этих равенствах многоточием отмечены 

слагаемые меньшего порядка, представляющие 

собой сумму однородных многочленов 

относительно 𝑞, 𝑟, 𝛽, 𝜀 и их производных по х до 

порядка     𝑚 − 1, 𝑚 ≥ 2 . 
Теорема. Алгебра Ли - Бэклунда системы 

нелинейных уравнений (1) коммутативна, ее 

элементы порядка 𝑚 ≥ 1 вычисляются по 

слудующим рекурентным формулам  

 

𝜑(𝑘+1) = 𝐷𝜑(𝑘) − 2𝑞𝐷−1(𝑟𝜑(𝑘) + 𝑞𝜓(𝑘) + 2𝛽𝛿(𝑘)

+ 2𝛾(𝑘)𝜀) − 4𝜀𝛿(𝑘), 

 𝜓(𝑘+1) = −𝐷𝜓(𝑘) − 2𝑟𝐷−1(𝑟𝜑(𝑘) + 𝑞𝜓(𝑘) +

2𝛽𝛿(𝑘) + 2𝛾(𝑘)𝜀) − 4𝛽𝛾(𝑘),                    (9)                                  
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𝛿(𝑘+1) = 2𝐷𝛿(𝑘) − 𝜀𝐷−1(𝑟𝜑(𝑘) + 𝑞𝜓(𝑘) + 2𝛽𝛿(𝑘)

+ 2𝛾(𝑘)𝜀 ) + 2𝑞𝛾(𝑘) 𝛽 𝜑(𝑘) , 
𝛾(𝑘+1) = −2𝐷𝛾(𝑘) + 𝛽𝐷−1(𝑟𝜑(𝑘) + 𝑞𝜓(𝑘) + 2𝛽𝛿(𝑘)

+ 2𝛾(𝑘)𝜀) − 2𝑟𝛿(𝑘)𝜀𝜓(𝑘), 
где  k  принимает  0, 1, 2, ... , 

начальные значения определяются равенствами: 

  𝜑(0) = 𝑞,   𝜓(0) = − 𝑟, 𝛿(0) =  
𝜀

2
 ,   𝛾(0) = − 

𝛽

𝛼
 . 

Доказательство. В начале определим, что 

оператор  𝐷−1 в (9) имеет смысл, т.е. 

 

𝑟𝜑(𝑘) + 𝑞𝜓(𝑘) + 2𝛽𝛿(𝑘) + 2𝛾(𝑘)𝜀 = 𝐷Ғ̃[𝑢] , 
 

где  Ғ̃[𝑢] - некоторая дифференциальная функция. 

Для семейства 

𝑟𝑡𝑘
= 𝜓(𝑘),       𝑞𝑡𝑘

= 𝜑(𝑘),      𝛽𝑡𝑘
= 𝛾(𝑘),       

        𝜀𝑡𝑘
= 𝛿(𝑘),       𝑘 =  0, 1, 2, . . . , 

уравнений (1) имеет место равенства 

 

𝑟𝜑(𝑘) + 𝑞𝜓(𝑘) + 2𝛽𝛿(𝑘) + 2𝛾(𝑘)𝜀 = (𝑟𝑞 + 2𝛽𝜀)𝑡 𝑘
, 

 
в которых  𝑡𝑘 означает производную по времени 

соответствующей потоку k. С другой стороны 

известно, что 𝑟𝑞 + 2𝛽𝜀 - плотность закона 

сохранения, поэтому   

(𝑟𝑞 + 2𝛽𝜀)𝑡𝑘
= 𝐷𝐹̃ (𝑢, 𝑢1, . . . ), 

т.е. выражение 

𝑟𝜑(𝑘) + 𝑞𝜓(𝑘) +  2𝛽𝛿(𝑘)  +  2𝛾(𝑘)𝜀 

 

является полной производной. 

Далее подставляем (9) в (4): 

 

(𝑖𝐷𝑡 + 𝐷2 − 4𝑟𝑞 + 4𝜀𝛽)𝜑(𝑘+1) − 2𝑞 2𝜓(𝑘+1)

+ (−4𝑞𝛽 + 4𝜀𝑥 − 4𝜀𝐷)𝛿(𝑘+1) + 

+4𝑞𝜀 𝛾(𝑘+1)  =   𝐷 {(𝑖𝐷𝑡 + 𝐷2 − 4𝑟𝑞 + 

+4𝜀𝛽)𝜑(𝑘) − 2𝑞2𝜓(𝑘) + 

+(−4𝑞𝛽 + 4𝜀𝑥 − 4𝜀𝐷)𝛿(𝑘) + 4𝜀 𝛾(𝑘)} 
 

(−𝑖𝐷𝑡 + 𝐷2 − 4𝑟𝑞 + 4𝜀𝛽)𝜓(𝑘+1) − 2𝑟2𝜑(𝑘+1)

+ (4𝑟𝜀 − 4𝛽х + +4𝛽𝐷)𝛾(𝑘+1) − 

−4𝑟𝛽 𝛿(𝑘+1)  = −𝐷 {(−𝑖𝐷𝑡 + 𝐷2 − 4𝑟𝑞 + 

+4𝜀𝛽) 𝜓(𝑘) − 2𝑟2𝜑(𝑘) + 

+(4𝑟𝜀 − 4𝛽𝑥 + 4𝛽𝐷)𝛾(𝑘) − 4𝑟𝛽 𝛿(𝑘) } 
 

(𝑖𝐷𝑡 + 2𝐷2 − 𝑟𝑞)𝛿(𝑘+1) + (2𝛽х + 𝛽𝐷 −
𝜀𝑟)𝜑(𝑘+1) + 

+(2𝑞𝐷 +  𝑞𝑥)𝛾(𝑘+1) − 

−𝜀𝑞𝜓(𝑘+1) = 2𝐷{(𝑖𝐷𝑡 + 2𝐷2 − 𝑟𝑞)𝛿(𝑘) + 
+(2𝛽𝑥 + 𝛽𝐷 − 𝜀𝑟)𝜑(𝑘) + (2𝑞𝐷 + 

+𝑞𝑥) 𝛾(𝑘) − 𝜀𝑞 𝜓(𝑘)} 

 

(−𝑖𝐷𝑡 + 2𝐷2 − 𝑟𝑞)𝛾(𝑘+1) + 

+(2𝜀х + 𝜀𝐷 − 𝛽𝑞) 𝜓(𝑘+1) + (2𝑟𝐷 +  𝑟𝑥)𝛿(𝑘+1) − 

— 𝛽𝑟𝜑(𝑘+1) = −2𝐷{(−𝑖𝐷𝑡 + 2𝐷2 − 𝑟𝑞)𝛾(𝑘) + 

+(2𝜀𝑥 + 𝜀𝐷 − 𝛽𝑞)𝜓(𝑘) + (2𝑟𝐷 + 𝑟𝑥)𝛿(𝑘)

− 𝛽𝑟𝜑(𝑘)}. 
 

Из этих равенств следует справедливость 

рекурентных формул (9).  

Далее, произведение в алгебре Ли-Бэклунда 

определим по формуле 

 

[𝑥, у] = х ∙ у − (−1)𝛼(𝑥)𝛼(𝑦)𝑦 ∙ 𝑥, 
 

где 𝛼(𝑥) - функция четности. Тогда 

доказательство коммутативности построенной 

алгебры сводится к установлению следующих 

равенств 

𝑋(𝑘)(𝜑(𝑙)) − 𝑋(𝑙)(𝜑(𝑘)) = 0,           
𝑋(𝑘)(𝜓(𝑙)) − 𝑋(𝑙)(𝜓(𝑘)) = 0, 

𝑋(k)(δ(l)) − 𝑋(l)(δ(k)) = 0,             

𝑋(k)(𝛾(l)) − 𝑋(l)(𝛾(k)) = 0, 
для операторов Ли-Бэклунда 

 

𝑋(𝑘) = 𝜑(𝑘)
𝜕

𝜕𝑞
+ 𝜓(𝑘)

𝜕

𝜕𝑟
+ 𝛿(𝑘)

𝜕

𝜕𝜀
+ 𝛾(𝑘)

𝜕

𝜕𝛽
+ ⋯,  

            𝑙, 𝑘 = 0,1,2, … . 
 

Непосредственной проверкой 

устанавливается справедливость этих равенств.  

Теорема доказана 

В бозонном случае, т.е. когда отсутствуют 

антикоммутирующие элементы (𝜀 = 𝛽 = 0), 

полное описание алгебры Ли-Бэклунда проведено 

в [6]. 

В заключении этой работы опишем точечную 

группу симметрии OSP(2/1)-S3. Используя 

стандартную технику вычисления групп 

симметрии дифференциальных уравнений [4] 

можно доказать, что система (1) допускает 

пятипараметрическую группу преобразований, 

базис в которой определяется следующими 

инфинитезимальными образующими 

𝑋1 =
𝜕

𝜕𝑥
 ,        𝑋2 =

𝜕

𝜕𝑡
, 

𝑋3 = 𝑡
𝜕

𝜕𝑥
+

𝑖

2
𝑥𝑞

𝜕

𝜕𝑞
−

𝑖

2
𝑥𝑟

𝜕

𝜕𝑟
+

𝑖

4
𝑥𝜀

𝜕

𝜕𝜀
−

𝑖

4
𝑥𝛽

𝜕

𝜕𝛽
 , 

 

𝑋4 =
1

2
𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑡

𝜕

𝜕𝑡
− 𝑞

𝜕

𝜕𝑞
−

3

4
𝜀

𝜕

𝜕𝜀
−

1

4
𝛽

𝜕

𝜕𝛽
 , 

 

𝑋5 = 𝑥𝑞
𝜕

𝜕𝑞
− 𝑟

𝜕

𝜕𝑟
+

1

2
𝜀

𝜕

𝜕𝜀
−

1

2
𝛽

𝜕

𝜕𝛽
 

 

Заметим, что генераторы точечных 

симметрии 𝑋5, 𝑋1, 𝑋2 эквивалентны, 

соответственно, к операторам    𝑋(0) , 𝑋(1) , 𝑋(2)    

Ли-Бэклунда. 
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