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МОДЕЛЬ СВЯЗАННАЯ С СУПЕРОБОБЩЕНИЕМ НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА 

 

Аннотация: В работе исследуется σ-модель связанная с суперобобщением нелинейного уравнения 

Шредингера (OSP(2/1)-S3), которая является Z2 - градуированным обобщением уравнения ферромагнетика 

Гейзенберга. Рассматриваются ее различные редукции, их связь с соответствующими редукциями OSP(2/1)-

S3. 

Ключевые слова: калибровочная эквивалентность, ферромагнетик Гейзенберга, алгебра Грассмана, σ  

модель, Шредингер, суперрасширение, солитоны, интегралы движения, редукции, пара Лакса. 

 

Введение 

Метод обратной задачи рассеяния (МОЗР) 

позволил интегрировать широкий класс 

нелинейных дифференциальных уравнений в 

частных производных, содержащих 

коммутирующие переменные. Вместе с тем 

развитие теоретической физики привело к 

необходимости исследования градуированных и 

суперсимметричных расширений солитонных 

уравнений [1,2]. Интерес к таким моделям вызван 

тем, что они содержат несколько полей-

коммутирующие (бозонные) и 

антикоммутирующие (фермионные), 

взаимодействующих друг с другом, в результате 

исследуемые физические системы оказываются 

более содержательными. 

Математически аппарат для исследования 

супермоделей основан на суперобобщений 

обычного классического анализа и алгебр, 

называемый сейчас суперматематикой [3,4]. 

Супераналог МОЗР для интегрируемых 

уравнений с антикоммутирующими переменными 

отмечен в ряде работ (см. например, [5]). 

В этой работе исследуется σ-модель 

связанная с суперобобщением нелинейного 

уравнения Шредингера (OSP(2/1) - S3), которая 

является Z2 - градуированным обобщением 

уравнения ферромагнетика Гейзенберга (МГ). 

Рассматриваются ее различные редукции, их связь 

с соответствующими редукциями OSP(2/1)-S3.  В 

случае двумерной алгебры Грассмана решение 

супер МГ выражается через решений обычной МГ 

и соответствующей ей линейной задачи. 

http://s-o-i.org/1.1/tas
http://dx.doi.org/10.15863/TAS
http://t-science.org/
http://s-o-i.org/1.1/TAS-11-115-37
https://dx.doi.org/10.15863/TAS.2022.11.115.37
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Метод обратной задачи рассеяния (МОЗР) 

применим к уравнениям 

𝑈𝑡 − 𝑉𝑥 + [𝑈, 𝑉] = 0,              (1) 

возникающим как условие совместности 

переопределенной системы линейных 

дифференциальных уравнений 

𝜑𝑥 = 𝑈(𝑥, 𝑡, 𝜆)𝜑,         
  𝜑𝑡 = 𝑉(х, 𝑡, 𝜆)𝜑,                        (2) 

где 𝜑 𝜖 𝐺𝐿(𝑛, ℂ),    𝑈, 𝑉 𝜖 𝑀(𝑛, ℂ),    𝜆 𝜖 ℂ;   ℂ- 

множество комплексных чисел, 𝐺𝐿(𝑛, ℂ) - группа 

невырожденных матриц размерности 𝑛х𝑛,
𝑀(𝑛, ℂ)- некоторая алгебра матриц. 

Условие совместности (1) при всех   𝜆 𝜖 ℂ и в 

предположении, что U и V являются 

мероморфными функциями 𝜆, дает систему 

нелинейных уравнений в частных производных на 

коэффициенты разложения Лорана функции U, V. 

Эти уравнения интегрируются с помощью МОЗР 

посредством системы (2). С геометрической точки 

зрения функции U, V можно интерпретировать как 

коэффициенты связности в расслоении с базой ℝ2 

и слоем 𝐺𝐿(𝑛, ℂ). Тогда условие (1) означает, что 

кривизна этой связности равна нулю. 

Две системы нелинейных уравнений, 

интегрируемые с помощью МОЗР, называются 

калибровочно эквивалентными, если 

соответствующие плоские связности 

𝑈, 𝑉   и   𝑈′, 𝑉′ определены в одном расслоении и 

получается друг из друга калибровочным 

преобразованием, не зависящем от 𝜆, т.е. если 

𝑈′ =  𝑔−1𝑉𝑔 −  𝑔−1𝑔𝑥, 
  𝑉 ′ =  𝑔−1𝑉𝑔 −  𝑔−1𝑔𝑡 ,               (3) 

 

где 𝑔(𝑥, 𝑡) 𝜖 𝐺𝐿(𝑛, ℂ). Ясно, что при этом в 

соответствующих системах линейных 

дифференциальных уравнений  

𝜑 = 𝑔 ∙ 𝜑′. 
 

𝝈 - модель связанная с OSP(2/1)-S3 

 

Рассмотрим систему уравнений OSP(2/1)-S3.  

Она является условием совместности линейных 

систем (1) с матрицами 

 
𝑈 =  𝑖𝜆𝑒0 + 𝑈0,
𝑉 = 2𝜆𝑈 + 𝑉0 ,

            (4) 

 

где 𝑈0 =  𝑟𝑒1 +  𝑞𝑒2 +  𝛽𝑞 1 + 𝜀𝑞2, 
−𝑖𝑉0 =  (𝑟𝑞 +  2𝛽𝜀)𝑒0 − 𝑟𝑥𝑒1  +  𝑞х𝑒1 −  2𝛽𝑥𝑞1  

+ 2𝜀𝑥𝑞2, 
 

𝑒𝑘, 𝑞𝑘 - генераторы супергруппы OSP(2/1), 𝜆 𝜖 ℂ.  

Введем функцию 

𝜑′ =  𝑔−1𝜑,     

где   𝜑(х, 𝑡, 𝜆), 𝑔(𝑥, 𝑡) матричные решения Йоста 

системы (1), причем 

𝑔(𝑥, 𝑡)  =  𝜑(х, 𝑡, 0) , 
т.е. 

𝑔𝑥 =  𝑈𝑜𝑔,         𝑔𝑡 = 𝑉𝑜𝑔 .        (5) 

 

Матричная функция 𝜑′(х, 𝑡, 𝜆)  удовлетворяет 

системе линейных дифференциальных уравнений 

 𝜑𝑥
′ = 𝑈′𝜑′,      𝜑𝑥

′ =  𝑉′𝜑′ ,           (6) 

где 𝑈′, 𝑉′ имеет вид (3) .  

Условие совместности системы (6) приведет 

к уравнению, калибровочно эквивалентным к 

OSP(2/1)-S3.  

Из (3) и (4), (5) имеем, 

 

𝑈′ = 𝑞−1(𝑖𝜆 𝑒0 + 𝑈0) − 𝑞−1𝑞𝑥 = 𝑖𝜆𝑅 ,  (7а) 

 𝑉′ =  𝑞−1(2𝑖𝜆2𝑒0 +  2𝜆 𝑈0 +  𝑉0) – 

                           𝑔−1𝑔𝑡 =  2𝑖𝜆2𝑅 +  2𝜆 𝑔−1𝑔𝑥,   
где положили 

𝑅 =  𝑔−1𝑒0𝑔.                        (8) 

Выразим  𝑔−1𝑔𝑥  через введенной по формуле 

(8) матрицы  R. Используя (5), получим 

𝑅𝑥 = 𝑔−1[𝑒0, 𝑈0]𝑔, 
[𝑅, 𝑅𝑥] = 𝑔−1[𝑒0, [𝑒0, 𝑈0]]𝑔, 

и                          

 𝑔−1𝑔𝑥 =  𝑔−1𝑈𝑜𝑔 =
1

4
[𝑅, 𝑅𝑥] +  

3

4
 [𝑅2, (𝑅2)𝑥]. 

Тогда,                    

𝑉 ′ =  2𝑖𝜆2𝑅 +  
𝜆

2
 [𝑅, 𝑅𝑥] + 

 
3𝜆

2
[𝑅2, (𝑅2)𝑥].        (7б) 

Условие совместности линейной системы (6) 

приведет к следующему уравнению 

𝑖𝑅𝑡 =
1

2
[𝑅, 𝑅𝑥𝑥] +  

3

2
[𝑅2, (𝑅2)𝑥𝑥].    (9) 

Таким образом, если 𝑈0(𝑥, 𝑡) является 

решением системы OSP(2/1)-S3  и 𝑔(𝑥, 𝑡) - 

решением Йоста системы (5), то матрица 𝑅(𝑥, 𝑡) 

определенная по формуле (8), удовлетворяет 

уравнению (9), и дополнительному условию 

𝑅3  =  𝑅 ,                       (10) 

следующего из определения (8). 

Определим структуру матрицы R. Так как 

 𝑔𝑠𝑡 = Н𝑔−1Н−1 , 
то из (8) получим, что 

𝑅𝑠𝑡  =  −Н𝑅Н−1, 
где Н - ортосимплектическая метрика 

супергруппы OSP(2/1). Следовательно 𝑅 𝜖 𝑜𝑠𝑝(2/
1) , и, стало быть, имеет вид 

𝑅 = (
𝑆

𝒿1

𝒿2

𝒿2  −𝒿2 0
),            

где 
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𝑆 = (
𝑆11  𝑆12

𝑆21 −𝑆11
).                    (11) 

Тогда условие (10) равносильно условию 

S11
2 + S12S21 + 2𝒿1𝒿2 = 1 .       (12) 

Система уравнений (9), с матрицей (11) и 

дополнительным условием (12) является Z2 - 

градуированным обобщением уравнения 

ферромагнетика Гейзенберга [6]: 

𝑖𝑆𝑡 =  
1

2
[𝑆, 𝑆𝑥𝑥],           𝑆2 =  𝐼. 

Для нее введем название OSP(2/1) - модель 

Гейзенберга (sMГ). 

Итак, мы показали, что с помощью 

калибровочного преобразования, не зависящего от 

λ, любую плоскую связность вида (4) можно 

привести к форме (7).  

Для доказательства того, что на этом пути 

получаются все плоские связности вида (7), мы 

покажем, что любую плоскую связность вида (7) 

калибровочным преобразованием можно 

перевести в форму (4). Тем самым будет доказано, 

что каждому решению уравнения (2.1) 

соответствует решение (9), (10) и наоборот. 

Рассмотрим матрицу 𝑅 𝜖 𝑜𝑠𝑝(2/1)  (11) , 
удовлетворящая условию (10), и приведем ее к 

виду 𝑒0 некоторым преобразованием 𝑔 𝜖 0𝑆𝑃(2/
1), т.е. 

𝑅 =  𝑔−1𝑒0𝑔. 

Это уравнение определяет матрицу  𝑔(𝑥, 𝑡) с 

точностью до умножения слева на диагональную 

матрицу. Выбором последней можно обеспечить 

условие 

𝑔𝑥𝑔−1 = {𝑒0
2, 𝑔𝑥𝑔−1} −  

1

2
𝑒0𝑔𝑥𝑔−1𝑒0 

−
3

2
𝑒0

2𝑔𝑥𝑔−1𝑒0
2,                      (13) 

из которого следует, что матрица 𝑔𝑥𝑔−1 

антидиагональна. Положим 

𝑔𝑥𝑔−1 = (
0       𝑟       𝛽
𝑞         0       𝜀
𝜀     − 𝛽       0

)  ≡ 𝑈0, 

где функции 𝑔 , 𝑟 , 𝜀 , 𝛽 вводятся по матрице R. 

Тогда, после калибровочного преобразования, с 

учетом (7), получаем 

𝑈 =  𝑔𝑥𝑔−1 +  𝑔𝑈′𝑔−1 =  𝑔𝑥𝑔−1 + 

+ 𝑖𝜆𝑔𝑅𝑔−1 =  𝑖𝜆𝑒0 +  𝑈𝑜.            (14)  

До сих пор мы не предполагали, что R 

является решением уравнения движения (9), и 

определили отображение 

𝑅(𝑥, 𝑡) →  𝑈0(𝑥, 𝑡) 

при фиксированном t. 

Предположим теперь, что 𝑅(𝑥, 𝑡) 

удовлетворяет уравнению OSP(2/1) - МГ (9). 

Тогда плоские связности 𝑈, 𝑉(пара Лакса, "U-V 

пара) удовлетворяет условию нулевой кривизны 

𝑈𝑡 −  𝑉𝑥  + [𝑈, 𝑉]  =  0,           (15) 

где благодаря уже известным свойствам (13) 

матрицы  𝑔(𝑥, 𝑡), матрицу  

𝑉 = 𝑔𝑡𝑔−1 + 𝑔 𝑉′𝑔−1 

можно привести к виду 

𝑉 =  2𝑖𝜆2𝑒0 +  2𝜆𝑈𝑜 +  𝑔𝑡𝑔−1 .      (16) 

Найдем в последнем равенстве матрицу 

𝑔𝑡𝑔−1 через 𝑔, 𝑟, 𝜀, 𝛽 используя условие (15). При 

подстановке (14), (16) в (15) коэффициенты при 

λ
3, λ

2
 тождественно исчезают, а исчезновение 

коэффициента при λ приводит к соотношению 

[𝑒0, 𝑔𝑡𝑔−1] = −2𝑖
𝜕𝑈0

𝜕𝑥
 , 

из которого найдем 

𝑔𝑡𝑔−1 = −𝑖 (
0 𝑟𝑥  2𝛽𝑥

−𝑞𝑥 0 −2𝜀𝑥

−2𝜀𝑥 −2𝛽𝑥 0
) + 𝑖𝐶(𝑥, 𝑡)𝑒0 , 

где 𝐶(𝑥, 𝑡) - вещественнозначная функция. 

Свободная от λ члены в диагональной части (15) 

приводит к уравнению 
𝜕

𝜕𝑥
(С − 𝑟𝑞 − 2𝛽𝜀) = 0 , 

в результате чего матрица 𝑔𝑡𝑔−1 представляется в 

виде 

𝑔𝑡𝑔−1  =  𝑉0 + 𝑖𝛼(𝑡)𝑒0 ,        (17) 

где 𝑉0(𝑥, 𝑡) совпадает со значением в (4), 𝛼(𝑡) - 

вещественнозначная функция. 

Далее, нетрудно проверить, что условие (13) 

допускает произвол в выборе  

матрицы 𝑔(𝑥, 𝑡) вида 

𝑔 → 𝑒𝑥𝑝{𝑖𝛩(𝑡)е0}𝑔, 
где 

𝑒𝑥𝑝 {𝑖𝛩(𝑡)е0} =  (
𝑒𝑖𝛩          0         0
0         𝑒−𝑖𝛩       0
0           0          1

), 

𝛩(𝑡) −вещественнозначная функция. 

Выбирая функцию𝛩(𝑡)из условия 
𝑑𝛩

𝑑𝑡
(𝑡) = 𝛼(𝑡), 

мы можем исправить матрицу 𝑔 так, что для новой 

𝑔 второе слагаемое в правой части (17) исчезает. В 

итоге получаем 

𝑉 =  2і𝜆2ео  +  2𝜆 𝑈0 +  𝑉0 .         (18) 
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Условие нулевой кривизны для связностей 

(14), (18) есть система уравнений OSP(2/1)-S3. 

Установленную калибровочную 

эквивалентность систем уравнений (2.1) и (9), (10) 

сформулируем в виде следующей теоремы. 

ТЕОРЕМА. Пусть𝑞(𝑥, 𝑡), 𝑟(𝑥, 𝑡), 𝛽(𝑥, 𝑡),
𝜀(𝑥, 𝑡) -любое решение системы уравнений 

𝑂𝑆𝑃(2/1) − 𝑆3, а  𝑔(𝑥, 𝑡) = 𝜑(х, 𝑡, 0),
где  𝜑(𝑥, 𝑡, 𝜆) - решение системы (2.2). Тогда 

функция 𝑅(𝑥, 𝑡) = 𝑔−1(𝑥, 𝑡)𝑒0𝑔(𝑥, 𝑡) является 

решением системы OSP(2/1)-MГ (9)-(10). 

Обратно, пусть 𝑅(𝑥, 𝑡) - любое решение системы 

уравнений (9)-(10). Тогда можно единственным 

образом с точностью до умножения справа на 

постоянную диагональную матрицу построить 

матрицу 𝑔(𝑥, 𝑡) такую, что 𝑅 = 𝑔−1𝑒0𝑔 и 

диагональные элементы матрицы𝑔𝑥𝑔−1 равны 

нулю. Положим 𝑔𝑥𝑔−1 = 𝑈0. Тогда элементы 

матрицы 𝑈о , т. е.  𝑞(𝑥, 𝑡), 𝑟(𝑥, 𝑡), 𝛽(𝑥, 𝑡), 𝜀(𝑥, 𝑡) 

являются решением OSP(2/1)-S3 (2.1). 

Эквивалентность "бозонных" нелинейного 

уравнения Шредингера и уравнения 

ферромагнетика Гейзенберга установлена в 

работе [7]. 

Построенная σ-модель OSP(2/1)-MГ 

обладает всеми замечательными свойствами, 

характерными для интегрируемых солитонных 

моделей. Она обладает бесконечным набором 

законов сохранения, N-солитонным решением, и 

может быть полностью исследована MОЗР. 

Установленная связь между системами (2.1) 

и (9), (10) позволяет выразить плотности 

локальных интегралов движения OSP(2/1)-S3 в 

терминах R, и тем самым получить интегралы 

движения для OSP(2/1)-MГ. В частности, 

 

𝑟𝑞 +  2𝛽𝜀 =
1

2
  𝑠𝑡𝑟 𝑈0

2  

=
1

8
 𝑠𝑡𝑟 {(𝑅𝑥)2  +  3 [(𝑅2)𝑥]2}, 

𝑟𝑞𝑥 −  𝑟𝑥𝑞 +  4(𝛽𝜀𝑥 −  𝛽𝑥𝜀)
=  −4 𝑠𝑡𝑟 {𝑒𝑜[𝑒0, 𝑈0] ∙  [𝑒0, 𝑈0𝑥]} 

=  𝑠𝑡𝑟 (
1

2
𝑅𝑥𝐵𝑥  +  3 𝑅 {𝑅, 𝐵} ∙ {𝑅, 𝐵𝑥}), 

где 

𝐵 = [𝑅, 𝑅𝑥] +
3

2
 𝑅2𝑅𝑥𝑅. 

 

Введем следующие сопряжения: (-) - 

сопряжение первого рода, (□) - сопряжение 

второго рода, определяемые формулами 

           �̅� ∙ �̅� = �̅� ∙ �̅�,            �̿� = 𝑎; 

(𝑎 ∙ 𝑏)□ = 𝑎□𝑏□,      (𝑎□)□ = (−1)𝛼(𝑎)𝑎, 
где 𝛼(𝑥) - функция четности. 

Пусть 𝑟 =  𝑘1�̅�,   𝛽 =  𝑘2𝜀.̅ Тогда система 

уравнений OSP(2/1)-S3 (2.1) редуцируется к виду 

[8] 

 

𝑖𝑞𝑡 +  𝑞𝑥𝑥 −  2𝑘1�̅�𝑞2 − 4𝜀  𝜀𝑥 −  4𝑘2𝑞 𝜀 ̅𝜀 =  0
𝑖𝜀𝑡 +  2𝜀𝑥𝑥 +  2𝑘2𝑞 𝜀�̅� +  𝑘2𝑞𝑥𝜀̅  −  𝑘1�̅� 𝑞 𝜀 =  0

 

(24) 

причем  𝑘1 =  𝑘2
2 , 𝑘𝑖 =  �̅�𝑖 .  

Эта система является UOSP(1.1/1)-S3 

моделью - фермионным расширением 

нелинейного уравнения Шредингера (НУШ) с 

отталкиванием. Соответсвующее решение 

уравнения (10) имеет вид [9] 

𝑅 = (
𝑆11 −𝑘2

2𝑆2̅1 𝑘2𝒿2̅

𝑆21 −𝑆11 𝒿2

𝒿2 −𝑘2𝒿2̅ 0

), 

где 𝑆11
2 −  𝑘2

2𝑆2̅1𝑆21 +  2𝑘2𝒿2̅𝒿2  =  1, т.е. в этом 

случае уравнение (9) есть UOSP(1.1/1)-MГ - 

фермионное расширение SU (1.1)-МГ [10]. 

Рассмотрим редукцию:  𝑟 =  𝑘1𝑞□, 𝛽 =
 𝑘2𝜀□ . В этом случае OSP(2/1)-S3 (2.1) 

редуцируется к виду (UOSP(2/1)-S3): 

𝑖𝑞𝑡 + 𝑞𝑥𝑥 −  2𝑘1𝑞□𝑞2 − 4𝜀  𝜀𝑥 −  4𝑘2𝑞  𝜀□𝜀 =  0 , 
𝑖𝜀𝑡 +  2𝜀𝑥𝑥 +  2𝑘2𝑞 𝜀𝑥

□ +  𝑘2𝑞𝑥𝜀□ − 𝑘1𝑞□𝑞 𝜀 =  0 

здесь 𝑘1 = −𝑘2
2,   𝑘𝑖 = 𝑘𝑖

□. В этом случае для 

матрицы R имеем представление [9]: 

𝑅 = (
𝑆11 −𝑘2

2𝑆21
□ 𝑘2𝒿2

□

𝑆21 −𝑆11 𝒿2

𝒿2 𝑘2𝒿2
□ 0

),         (25) 

где 𝑆11
2 −  𝑘2

2𝑆21
□ 𝑆21 +  2𝑘2𝒿2

□𝒿2  =  1. 
Редукции UOSP(2/1)-S3 (24) и уравнение (9) 

с матрицей вида (25) являются фермионными 

расширениями НУШ притягательного типа и 

SU(2)-MГ, соответственно. 
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