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ЗАДАЧА О ГАШЕНИИ НЕЛИНЕЙНЫХ КОЛЕБАНИЙ ПЛАСТИНКИ 

 

Аннотация: В этой работе рассмотрена проблема совместных нелинейных колебаний  эластичной  

пластинки с  динамичным  гасителем. Материал пластинки  имеет свойство эластичной диссипативности  

типа  гистерезис, ему установлен динамичный гаситель с вязким эластичным элементом. Получен 

математическая модель рассматриваемой систем, а также с целью изучения динамики и  оценки 

эффективность  гашения  определена передаточная функция пластинки. 

Ключевые слова: Пластинки, решений, уравнений, колебания, гаситель. 

 

Введение 

Бурное развитие современной техники и 

технологий, гашение вредных колебаний в 

машинах и механизмах, оборудовании и 

устройствах, применяемых в областях 

машиностроения, авиации, судостроения, 

промышленного производства и строительства, 

изучение их динамики и приоритетов, разработка 

выводов и рекомендаций является одним из 

актуальных проблем. 

По вопросам гашения вредных колебаний 

механических систем с различными видами  с 

накопленной и распределенной массы проведено 

множество научных исследований, созданы 

математические модели новых типов 

динамических гасителей и разработаны 

рекомендации по их применению [1-9]. 

В данной работе рассмотрен вопрос 

исследования поперечных колебаний пластины с 

динамическим гасителем, полученным в 

гистерезисном типе упруго-диссипативных 

характеристик материала. 

Система дифференциальных уравнений 

совместного движения пластины с установленным 
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на ней динамическим гасителем выглядит 

следующим образом: 

𝜕2𝑀𝑥

𝜕𝑥2
+ 2

𝜕2𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕2𝑀𝑦

𝜕𝑦2
− 

−(𝑐𝜉 + 𝑏𝜉̇)𝛿(𝑥 − 𝑥0)𝛿(𝑦 − 𝑦0) =̇ 𝜌ℎ
𝜕2𝑤𝑎

𝜕𝑡2 ;    (1) 

𝑚0

𝜕2𝑤𝑎(𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑡2
+ 𝑚0

𝜕2𝜉

𝜕𝑡2
+ 𝑐𝜉 + 𝑏𝜉̇ = −𝑚0

𝜕2𝑤0

𝜕𝑡2
 , 

где 𝑀𝑥 , 𝑀𝑦— изгибающие моменты; 𝑀𝑥𝑦-

крутящий момент; с, б – единица упругого 

элемента и коэффициент вязкости динамического 

гасителя; 𝑚0— масса динамического гасителя; 𝑥0 , 
𝑦0– координаты точки установки динамического 

гасителя; 𝑤0 −смещение  основания; 𝑤𝑎-

абсолютное  перемещение пластины; 𝜉 − 

смещение динамического гасителя относительно 

пластины; 𝜌 -плотность материала пластины; h-

толщина пластины. 

Рассчитаем моменты для пластины с 

упругими диссипативными характеристиками 

гистерезисного типа [10] 

𝑀𝑥 = ∫ 𝜎𝑥𝑧𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

,

𝑀𝑦 = ∫ 𝜎𝑦𝑧𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

,

𝑀𝑥𝑦 = ∫ 𝜎𝑥𝑦𝑧𝑑𝑧

ℎ

2

−
ℎ

2

                               (2) 

где  z — ось, перпендикулярная пластине; 

𝜎𝑥 , 𝜎𝑦, 𝜎𝑥𝑦 − нормальные и касательные  

напряжения. 

          Определим напряжения следующим 

образом [9]: 

𝜎𝑥 = −
𝐸𝑥

1−𝜇2 (
𝜕2𝑤𝑖𝑘

𝜕𝑥2 + 𝜇
𝜕2𝑤𝑖𝑘

𝜕𝑦2 ) ;

𝜎𝑦 = −
𝐸𝑥

1−𝜇2 (
𝜕2𝑤𝑖𝑘

𝜕𝑦2 + 𝜇
𝜕2𝑤𝑖𝑘

𝜕𝑥2 ) ;

𝜎𝑥𝑦 = −
𝐺𝑥𝑦𝑧

1+𝜇

𝜕2𝑤𝑖𝑘

𝜕𝑥𝜕𝑦
.

                    (3)  

где  𝜇 −-коэффициент Пуассона; 𝐸𝑥 = 𝐸(1 −
𝐿1𝑥 + 𝑗𝐿2𝑥); 𝐸𝑦 = 𝐸(1 − 𝐿1𝑦 + 𝑗𝐿2𝑦); 𝐺𝑥𝑦 = 𝐺(1 −

𝑁1 + 𝑗𝑁2); 𝑗2 = −1; E, G - модули Юнга; 𝐿1𝑥 =
𝜂1𝑓𝑥(𝑧); 𝐿2𝑥 = 𝜂2𝑓𝑥(𝑧); 𝐿1𝑦 = 𝜂1𝑓𝑦(𝑧); 𝐿2𝑦 =

𝜂2𝑓𝑦(𝑧); 𝑁1 = 𝜈1𝑔(𝑧); 𝑁2 = 𝜈2𝑔(𝑧);; 𝜂1, 𝜂2, 𝜈1, 𝜈2- 

коэффициенты линеаризации; 𝑓𝑥(𝑧),  g(z) 

являются выражениями декрементов колебаний и 

записываются следующим образом: 

𝑓𝑥(𝑧) = ∑ 𝐶𝑙 |
𝜕2𝑤𝑖𝑘

𝜕𝑥2
+ 𝜇

𝜕2𝑤𝑖𝑘

𝜕𝑦2
|

𝑙

|𝑧|𝑙

𝑟

𝑙=0

; 

𝑓𝑦(𝑧) = ∑ 𝐶𝑙 |
𝜕2𝑤𝑖𝑘

𝜕𝑦2 + +𝜇
𝜕2𝑤𝑖𝑘

𝜕𝑥2 |
𝑙

|𝑧|𝑙𝑟
𝑙=0 ;      (4) 

𝑔(𝑧) = ∑ 𝐾𝑙1
|
𝜕2𝑤𝑖𝑘

𝜕𝑥𝜕𝑦
|

𝑙1

|𝑧|𝑙1

𝑛0

𝑙1=0

, 

где 𝐶𝑙, 𝐾𝑙1
— экспериментально определенные 

параметры. 

Подставив выражения (3) и (4) в выражения 

моментов (2), в результате получим следующее: 

𝑀𝑥 = −𝐷𝑉1 [1 + 3(𝑗𝜂2

− 𝜂1) ∑ 𝐶𝑙|𝑉1|𝑙
ℎ𝑙

2𝑙(𝑙 + 3)
 

𝑟

𝑙=0

] ; 

𝑀𝑥 = −𝐷𝑉2 [1 + 3(𝑗𝜂2

− 𝜂1) ∑ 𝐶𝑙|𝑉2|𝑙
ℎ𝑙

2𝑙(𝑙 + 3)
 

𝑟

𝑙=0

] ; 

𝑀𝑥𝑦 = −𝐷𝑉3(1 − 𝜇)[1 + 3(−𝜂1                  (5) 

+𝑗𝜂2) ∑ 𝐾𝑙1
|𝑉3|𝑙1

ℎ𝑙1

2𝑙1(𝑙1 + 3)
],

𝑛0

𝑙1=0

 

где 𝐷 =
𝐸ℎ3

12(1−𝜇2)
- цилиндрическая жесткость; 

𝑉1 =
𝜕2𝑤𝑖𝑘

𝜕𝑥2
+ 𝜇

𝜕2𝑤𝑖𝑘

𝜕𝑦2
; 

𝑉2 =
𝜕2𝑤𝑖𝑘

𝜕𝑦2
+ 𝜇

𝜕2𝑤𝑖𝑘

𝜕𝑥2
; 

𝑉3 =
𝜕2𝑤𝑖𝑘

𝜕𝑥𝜕𝑦
. 

Если  вычислить частные производные 

второго порядка  в выражениях  моментов (5) и 

подставить их в систему уравнений (1), то 

получим следующее: 

𝐷 (
𝜕4𝑤𝑖𝑘

𝜕𝑥4
+ 2

𝜕4𝑤𝑖𝑘

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+

𝜕4𝑤𝑖𝑘

𝜕𝑦4
) + 3𝐷(𝑗𝜂2 − 𝜂1) ∙ 

∙ ∑ 𝐶𝑙|𝑉1|𝑙
ℎ𝑙

2𝑙(𝑙 + 3)
 

𝑟

𝑙=0

[
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝑉1|𝑉1|𝑙) +

𝜕2

𝜕𝑥2
(𝑉2|𝑉2|𝑙)] +   

+6𝐷(1 − 𝜇)(−𝜈1 + 𝑗𝜈2) × 

× ∑ 𝐾𝑙1
|𝑉3|𝑙1

ℎ𝑙1

2𝑙1(𝑙1 + 3)
 

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝑉3|𝑉3|𝑙1)

𝑛0

𝑙1=0

− 

+𝜌ℎ
𝜕2𝑤𝑖𝑘

𝜕𝑡2
− 

−(𝑐𝜉 + 𝑏𝜉̇)𝛿(𝑥 − 𝑥0)𝛿(𝑦 − 𝑦0) = −𝜌ℎ
𝜕2𝑤0

𝜕𝑡2
; (6) 

𝑚0

𝜕2𝑤𝑖𝑘(𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑡2
+ 𝑚0

𝜕2𝜉

𝜕𝑡2
+ 𝑐𝜉 + 𝑏𝜉̇

= −𝑚0

𝜕2𝑤0

𝜕𝑡2
. 

Решение системы уравнений (6) ищем 

следующим образом: 

𝑤𝑖𝑘(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝑢𝑖𝑘(𝑥, 𝑦)𝑞𝑖𝑘(𝑡),

∞

𝑘=1

 

∞

𝑖=1

        (7) 
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где 𝑞𝑖𝑘- функция времени, 𝑢𝑖𝑘(𝑥, 𝑦) являются 

формами частных  колебаний пластины, 

удовлетворяющих следующему уравнению: 

𝐷 (
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
) (

𝜕2𝑢𝑖𝑘

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢𝑖𝑘

𝜕𝑦2
) − 𝜌ℎ𝑝𝑖𝑘

2 𝑢𝑖𝑘

= 0, (8) 

где 𝑢𝑖𝑘 = 𝑢𝑖𝑘(𝑥, 𝑦);    𝑝𝑖𝑘-собственные частоты. 

 Подставляя решения (7) в систему уравнений 

(6) и учитывая уравнение (8), получаем 

∑ ∑{𝑢𝑖𝑘𝑞̈𝑖𝑘 + {[1 + 𝐶0(−𝜂1 + 𝑗𝜂2)]𝑢𝑖𝑘

∞

𝑘=1

∞

𝑖=1

+ 

+
3𝐷

𝜌ℎ𝑝𝑖𝑘
2 (−𝜂1 + 𝑗𝜂2) ∑ 𝐶𝑙𝑞𝑖𝑘𝑎

𝑙
ℎ𝑙

2𝑙(𝑙 + 3)

𝑟

𝑙=1

× 

× [
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝛼1|𝛼1|𝑙) +

𝜕2

𝜕𝑥2
(𝛼2|𝛼2|𝑙)] + 

+
6𝐷(1 − 𝜇)

𝜌ℎ𝑝𝑖𝑘
2

(−𝜈1 + 𝑗𝜈2) × 

× ∑ 𝐾𝑙1
𝑞𝑖𝑘𝑎

𝑙1
ℎ𝑙1

2𝑙1(𝑙1 + 3)
 

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(∝3 |∝3|𝑙1)

𝑛0

𝑙1=1

+ 

+
2𝐷(1 − 𝜇)

𝜌ℎ𝑝𝑖𝑘
2 𝐾0(−𝜈1 + 𝑗𝜈2) × 

×
𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝛼3)}𝑝𝑖𝑘

2 𝑞𝑖𝑘} −
𝑐𝜉 + 𝑏𝜉̇

𝜌ℎ
𝛿(𝑥 

−𝑥0)𝛿(𝑦 − 𝑦0) = −
𝜕2𝑤0

𝜕𝑡2
;    

𝑢𝑖𝑘𝑜𝑞̈𝑖𝑘 + 𝜉̈ + 𝑛2𝜉 + 𝑓0𝜉̇ = −
𝜕2𝑤0

𝜕𝑡2 ,            (9) 

здесь  𝛼1 =
𝜕2𝑈𝑖𝑘

𝜕𝑥2 + 𝜇
𝜕2𝑈𝑖𝑘

𝜕𝑦2 ; 𝛼2 =
𝜕2𝑈𝑖𝑘

𝜕𝑦2 +

𝜇
𝜕2𝑈𝑖𝑘

𝜕𝑦2 ;     𝛼3 =
𝜕2𝑈𝑖𝑘

𝜕𝑥𝜕𝑥
 , 𝑞𝑖𝑘𝑎 = |𝑞𝑖𝑘|; 𝑛 = √

𝑐

𝑚0
;  

𝑓0 =
𝑏

𝑚0
; 

𝑢𝑖𝑘0 = 𝑢𝑖𝑘(𝑥0, 𝑦0).  
Применяя  метод Бубнова –Галёркина к 

системе уравнений  (9) , запишем его в следующем 

виде: 

𝑞̈𝑖𝑘 + [1 + (𝑐0 + 𝑇1)(−𝜂1 + 𝑗𝜂2) + 

+(𝑇1 + 𝑇2)(−𝜈1 + 𝑗𝜈2)]𝑝𝑖𝑘
2 𝑞𝑖𝑘 − 

−𝑑3𝑖𝑘𝑢𝑖𝑘𝑜(𝑐𝜉 + 𝑏𝜉̇) = −𝑑𝑖𝑘

𝜕2𝑤0

𝜕𝑡2
; 

𝑢𝑖𝑘0𝑞̈𝑖𝑘 + 𝜉̈ + 𝜂2𝜉 + 𝑓0𝜉̇ = −
𝜕2𝑤0

𝜕𝑡2  , (10) 

где            𝑇1 =
3𝐷

𝑑2𝑖𝑘𝜌ℎ𝑝𝑖𝑘
2 ∑ 𝐶𝑙𝑞𝑖𝑘𝑎

𝑙 ℎ𝑙

2𝑙(𝑙+3)
𝑟
𝑙=1 𝐺𝑖𝑘𝑙; 

𝐺𝑖𝑘𝑙 = ∬ 𝑢𝑖𝑘

 

(𝑠)

[
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝛼1|𝛼1|𝑙)

+
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝛼2|𝛼2|𝑙)] 𝑑𝑥𝑑𝑦;  

𝑇2 =
2𝐷(1 − 𝜇)

𝑑2𝑖𝑘𝜌ℎ𝑝𝑖𝑘
2 ∑ 𝐾𝑙1

𝑞𝑖𝑘𝑎
𝑙1

ℎ𝑙1

2𝑙1(𝑙1 + 3)
 𝐻𝑖𝑘𝑙1

𝑛0

𝑙1=1

; 

𝐻𝑖𝑘𝑙1
= ∬ 𝑢𝑖𝑘

 

(𝑠)

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(∝3 |∝3|𝑙1)𝑑𝑥𝑑𝑦; 

𝑇3 =
2𝐷(1 − 𝜇)

𝑑2𝑖𝑘𝜌ℎ𝑝𝑖𝑘
2 𝐾0𝐹𝑖𝑘, 𝐹𝑖𝑘

= ∬ 𝑢𝑖𝑘

 

(𝑠)

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(∝3)𝑑𝑥𝑑𝑦; 

𝑑1𝑖𝑘 = ∬ 𝑢𝑖𝑘𝑑𝑥𝑑𝑦 ; 

 

(𝑠)

𝑑2𝑖𝑘 = ∬ 𝑢2
𝑖𝑘𝑑𝑥𝑑𝑦 ; 

 

(𝑠)

 

𝑑𝑖𝑘 =
𝑑1𝑖𝑘

𝑑2𝑖𝑘
;  𝑑3𝑖𝑘 =

1

𝜌ℎ𝑑2𝑖𝑘
.    

Применяя оператор Лапласа к определенной 

системе уравнений (10), получаем систему 

алгебраических уравнений.  В результате его 

решение имеет следующий вид : 

𝑞𝑖𝑘 = −
1

∆𝑆

𝜕2𝑤0

𝜕𝑡2
[𝑑𝑖𝑘(𝑆2 + 𝑛2 + 𝑓0𝑆) +

+𝑑3𝑖𝑘𝑢𝑖𝑘(𝑐 + 𝑏𝑆)]
         (11) 

𝜉𝑖𝑘 = −
1

∆𝑆

𝜕2𝑤0

𝜕𝑡2
[𝑆2 + [1 + (𝑐0 + 𝑇1)(𝑗𝜂2 −

−𝜂1)+(𝑇3 + 𝑇2)(−𝜈1 + 𝑗𝜈2)]𝑝𝑖𝑘
2 + 𝑢𝑖𝑘0𝑑𝑖𝑘𝑆2]

 (12) 

где 

∆𝑆 = [𝑆2 + [1 + (𝐶0 + 𝑇1)(−𝜂1 + 𝑗𝜂2) +

+(𝑇3 + 𝑇2)(−𝜈1 + 𝑗𝜈2)]𝑝𝑖𝑘
2 ][𝑆2 + 𝑛2 + 𝑓0𝑆]

+𝑢2
𝑖𝑘0𝑑3𝑖𝑘𝑆2(𝑐 + 𝑏𝑆);

 

𝑆 =
𝑑

𝑑𝑡
= 𝑗𝜔. 

Определим передаточную функцию 

пластины, защищенной от рассматриваемых 

колебаний  Для этого запишем абсолютное 

ускорение следующим образом 

𝑤̈𝑎 = 𝑤̈𝑖𝑘 + 𝑤̈0,                        (13)  

где                              𝑤̈0 =
𝜕2𝑤0

𝜕𝑡2   .   

Из (13) передаточную  функцию запишем   в 

следующем виде : 

𝑊𝑖𝑘 (𝑆, 𝑥, 𝑦) = 1 +
𝑢𝑖𝑘𝑆2𝑞𝑖𝑘(𝑆)

𝑤̈0
.         (14)  

Переходя   с переменной  C  к переменной 𝜔   
и учитывая выражения (11),  можем написать 

передаточную функцию пластины, защищенной 

от колебаний (14)  

𝑊𝑖𝑘(𝑗𝜔, 𝑥, 𝑦) = 1 +
𝐴1 + 𝑗𝐴2

𝐵1 + 𝑗𝐵2
𝑢𝑖𝑘 ,     (15) 

где    
𝐴1 = −𝑑3𝑖𝑘𝑢𝑖𝑘0𝑐 − 𝑑𝑖𝑘(𝑛2 − 𝜔2); 

𝐴2 = −𝑑𝑖𝑘𝑓0𝜔 − 𝑑3𝑖𝑘𝑢𝑖𝑘0𝑏𝜔 ; 
𝐵1 = [−𝜔2 + [1 − (𝐶0 + 𝑇1)𝜂1 − (𝑇3 + 𝑇2)𝜈1]𝑝𝑖𝑘

2 ] ∙ 
∙ [𝑛2 − 𝜔2] − 𝑢2

𝑖𝑘0𝑑3𝑖𝑘𝜔2𝑐 − 

[(𝑐0 + 𝑇1)𝜂2 + (𝑇1 + 𝑇2)𝜈2]𝑝𝑖𝑘
2 𝑓0𝜔; 

𝐵2 = [−𝜔2 + [1 − (𝑐0 + 𝑇1)𝜂1 − (𝑇3 + 𝑇2)𝜈1]𝑝𝑖𝑘
2 ] ∙ 

∙ 𝑓0𝜔 − [(𝐶0 + 𝑇1)𝜂2 + (𝑇1 + 𝑇2)𝜈2]𝑝𝑖𝑘
2 [𝑛2 − 𝜔2]

− 𝑢2
𝑖𝑘0𝑑3𝑖𝑘𝑏𝜔3. 

Полученная передаточная функция  (15)  

позволяет анализировать при различных 

значениях параметра  динамику  пластинки 
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защищенной от колебаний, оценить 

эффективность  динамического  гасителя. 
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