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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ДИНАМИЧЕСКОГО ГАШЕНИЯ КОЛЕБАНИЙ УПРУГОГО СТЕРЖНЯ 

 

Аннотация: В данной работе рассматривается задача о поперечных колебаниях упругого стержня с 

динамическим гасителем при кинематических воздействиях. Получена передаточная функция 

виброзащищаемого стержня с целью определения оптимальных параметров динамического гасителя 

колебаний. 

Ключевые слова: колебания, упругость, стержень, динимаческий гаситель, виброзащиты,  

передаточная функция, эффективность. 

 

Введение 

В технике многочисленные задачи динамики 

машин, конструкции механизмов и приборов 

связаны с разработкой методов борьбы с 

вибрациями. Одним из эффективных методов 

устранения колебаний упругих систем является 

применения динамических гасителей колебаний 

(ДГК). Основным достоинством ДГК является их 

простота, надёжность работы, а также при малых 

затратах дополнительных материалов  получение 

желаемого эффекта снижения уровня колебаний.  

До настоящего времени выполнено большое 

количество работ, посвященных различным 

направлениям, методом и средствам борьбы с 

недопустимыми вибрациями  [1-8].  

В данной работе рассматривается задача о 

поперечных колебаниях упругого с ДГК. 

Рассеяние энергии в материалах стержня и 

упруго-демпфирующим элементе  ДГК 

применяется по гипотезе Е.С.Сорокина  [9]. 

Колебания стержня и ДГК при 

кинематическом возбуждении можно описать 

системой двух дифференциалных уравнений, 

первое из которых уравнения движения стержня, 

второе- уравнения ДГК, причем оба уравнения 

оказываются связанными 
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𝜕2𝑀𝑥

𝜕𝑥2
− 𝑐𝜉(1 + 𝑗𝜂)𝛿(𝑥 − 𝑥0) = −𝜌𝐹

𝜕2𝑤𝑎

𝜕𝑡2
 

̇
;

𝑚0

𝜕2𝑤𝑖(𝑥0)

𝜕𝑡2
+ 𝑚0

𝜕2𝜉

𝜕𝑡2
+ 𝑐𝜉(1 + 𝑗𝜂) =

= −𝑚0

𝜕2𝑤0

𝜕𝑡2
 ,

     (1) 

где 𝑀𝑥 – изгибающий момент; c, 𝑚0-коэффициент 

жесткости   -дельта-функция Дирака;  𝑤𝑖(𝑥0)-

перемещение точки стержня, в которой 

установлен ДГК; 𝑥0 –координата установки ДГК; 

𝑤0 −перемещение основания; 𝑤𝑎 −абсолютное 

перемещение стержня; 𝜉 − перемещение ДГК 

относительно стержня; 𝜂 – коэффициент 

механических потерь элемента ДГК; 𝑗2 = −1; 𝜌, 

𝐹-плотность материла и площадь поперечного 

сечения стержня соответственно. 

Вычислим изгибающий момент, 

действующий в сечении стержня по известной 

методике [10] 

𝑀𝑥 = 2𝑏 ∫ 𝜎𝑥𝑧𝑑𝑧
ℎ/2

0
,                    (2) 

где  𝜎𝑥 − напряжение  

         

𝜎𝑥 = 𝐸
𝜕2𝑤𝑖

𝜕𝑥2 𝑧,                         (3) 

 

Подставляя выражение (3) в (2), имеем 

𝑀𝑥 = 𝐸𝐽
𝜕2𝑤𝑖

𝜕𝑥2
,                          (4) 

Где 𝐽 =
𝑏ℎ3

12
− момент инерции сечения 

стержня; Е-модуль Юнга. 

Теперь подставляя выражения (4) в первое 

уравнение системы (1), запишем 

дифференциальное уравнение поперечных 

колебаний стержня с ДГК в следующем виде: 

𝐸𝐽
𝜕4𝑤𝑖

𝜕𝑥4
− 𝑐𝜉(1 + 𝑗𝜂)𝛿(𝑥 − 𝑥0) = −𝜌𝐹

𝜕2𝑤𝑎

𝜕𝑡2
 

̇
;

𝑚0

𝜕2𝑤𝑖(𝑥0)

𝜕𝑡2
+ 𝑚0

𝜕2𝜉

𝜕𝑡2
+ 𝑐𝜉(1 + 𝑗𝜂) =

= −𝑚0

𝜕2𝑤0

𝜕𝑡2
;

 (5) 

Для решения системы уравнений (5) функции 

прогиба стержня разложим в ряд по собственным 

формам: 

𝑤𝑖(𝑥) = ∑ 𝑢𝑖(𝑥)𝑞𝑖(𝑡),

∞

𝑖=1

                 (6) 

где 𝑞𝑖 −функция времени; 𝑢𝑖(𝑥) − собственная 

форма колебаний стержня, удовлетворяющая 

уравнению  

𝑐0
2

𝑑4𝑢𝑖

𝑑𝑥4
− 𝜔𝑖

2𝑢𝑖 = 0,                        (7) 

где  𝑐0
2 =

𝐸𝐽

𝜌𝐹
;  𝜔𝑖

2 − собственные частоты. 

Учитывая соотношение (7), подставляя (6) в 

систему уравнений (5), имеем 

∑ 𝑢𝑖(�̈�𝑖 + 𝜔𝑖
2𝑞𝑖)

∞

𝑖=1

−
𝑐

𝜌𝐹
𝜉(1 + 𝑗𝜂)𝛿(𝑥 − 𝑥0) = ̇

= −
𝜕2𝑤0

𝜕𝑡2
;

∑ 𝑢𝑖(𝑥0)

∞

𝑖=1

�̈�𝑖 +
𝜕2𝜉

𝜕𝑡2
+

𝑐

𝑚0
𝜉(1 + 𝑗𝜂) = −

𝜕2𝑤0

𝜕𝑡2

(8) 

Используя метод Бубнова-Галеркина для 

первого уравнения системы, в результате после 

преобразований получим   

∑(�̈�𝑖 + 𝜔𝑖
2𝑞𝑖)

∞

𝑖=1

∫ 𝑢𝑖𝑢𝑘𝑑𝑥
𝐿

0

−
𝑐

𝜌𝐹
𝜉(1 + 𝑗𝜂) ×

× ∫ 𝑢𝑘

𝐿

0

𝛿(𝑥 − 𝑥0)𝑑𝑥 = −
𝜕2𝑤0

𝜕𝑡2
∫ 𝑢𝑘𝑑𝑥

𝐿

0

̇
;

∑ 𝑢𝑖(𝑥0)

∞

𝑖=1

�̈�𝑖 +
𝜕2𝜉

𝜕𝑡2
+

𝑐

𝑚0
𝜉(1 + 𝑗𝜂) = −

𝜕2𝑤0

𝜕𝑡2

(9) 

На основании условия ортогональности 

собственных функций, для одночленной 

аппроксимации получим систему следующих 

обыкновенных дифференциальных уравнений  

�̈�𝑘 + 𝜔𝑘
2𝑞𝑘 − 𝑑𝑘0(1 + 𝑗𝜂)𝜉 = −𝑑𝑘

𝜕2𝑤0

𝜕𝑡2

̇
;

𝑢𝑘(𝑥0)�̈�𝑘 + �̈� + 𝑓0(1 + 𝑗𝜂)𝜉 = −
𝜕2𝑤0

𝜕𝑡2
,

    (10) 

где 

𝑑𝑘0 =
𝑐𝑢𝑘(𝑥0)

𝜌𝐹𝑑𝑘1
; 𝑑𝑘 =

𝑑𝑘2

𝑑𝑘1
;  𝑑𝑘1 = ∫ 𝑢2

𝑘𝑑𝑥
𝐿

0
; 

𝑑𝑘2 = ∫ 𝑢𝑘𝑑𝑥
𝐿

0
; 𝑓0 =

𝑐

𝑚0
. 

Для нахождения решения системы 

дифференциальных уравнений (10) применим к 

ним одностороннее преобразование Лапласа при 

нулевых начальных условиях. Решая полученную 

систему алгебраических уравнений относительно 

искомых функций-изображений,  найдем  

𝑞𝑘 = −
1

∆

𝜕2𝑤0

𝜕𝑡2
[𝑑𝑘𝑆2 + (𝑑𝑘𝑓0

+ 𝑑𝑘0)(1 + 𝑗𝜂)]; (11) 

𝜉 = −
1

∆

𝜕2𝑤0

𝜕𝑡2
[𝑆2 + 𝜔𝑘

2 + 𝑢𝑘(𝑥0)𝑑𝑘𝑆2],         (12) 

где 

∆= [𝑆2 + 𝜔𝑘
2][𝑆2 + 𝑓0(1 + 𝑗𝜂)] +

+𝑢𝑘(𝑥0)𝑑𝑘0𝑆2(1 + 𝑗𝜂)
 

В задачах виброзащиты  наибольший интерес 

представляет абсолютное ускорение движения 

системы, т.е.  величина  

�̈�𝑎 = �̈�𝑘 + �̈�0,                    (13) 

где  

�̈�0 =
𝜕2𝑤0

𝜕𝑡2
  . 

Используя выражение (11) с учётом (13), 

получим следующее выражение для передаточной 

функции стержня с ДГК :  

𝑊𝑘 (𝑆, 𝑥) = 1 +
𝑢𝑘𝑆2𝑞𝑘(𝑆)

�̈�0
.             (14) 
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Полученное выражение передаточной 

функции стержня с ДГК позволяет оценить 

влияние параметров системы (отношения масс 

коэффициентов, зависящих от диссипативных 

свойств материла ДГК, места, установки ДГК и 

т.д.) на эффективность гашения колебаний. 
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