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ЭКОЛОГО-ЭКОНОМИЧЕСКАЯ БАЛАНСОВАЯ  МОДЕЛЬ ЛЕОНТЬЕВА В СИСТЕМЕ 

КОМПЬЮТЕРНОЙ МАТЕМАТИКИ 

 

Аннотация: В последнее десятилетие успехи вычислительной техники позволяют  изучать 

экологические системы с множеством видов, взаимодействующих друг с другом самым различным образом. 

Принимая во внимание, развитие современного направления в математике – компьютерной математики 

повышается возможность исследования экосистем на более качественном уровне. В статье 

рассматривается моделирование балансовой модели Леонтьева  в системе Maple, что создает   

возможность проводить исследования, избегая рутинные выкладки, сложности вычисления, и сокращает 

временные затраты. 

Ключевые слова: количество продукции, матрица, объем затрат, объем загрязняющих веществ, модель 

Леонтьева. 

 

Введение 

При решении проблем взаимодействия 

природы и общества наиболее распространенной 

моделью является эколого-экономическая модели. 

Построение моделей основано на использовании 

методов линейной алгебры и систем, 

описываемых дифференциальными уравнениями. 

Многоуровневая модель взаимодействия 

экологических и экономических систем включает 

блоки: 

1) межотраслевого баланса; 

2) динамики природных ресурсов; 

3) принятия управленческих решений. 

Главной целью (решением) этой модели 

является устранение проблемных ситуаций, 

связанных с принятием решений, эффективных с 

точки зрения сегодняшнего дня, но не 

эффективных для будущего. Модели этого типа 

обладают достаточной сложностью. Модели 

могут состоять, как из   систем линейных 

алгебраических уравнений (СЛАУ) , так и 

включать системы уравнений в интегральной и 

дифференциальной форме. 

Рассмотрим структуру и методы блока 

http://s-o-i.org/1.1/tas
http://dx.doi.org/10.15863/TAS
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межотраслевого баланса (МОБ), который 

представлен многоотраслевой моделью Леонтьева 

в виде СЛАУ[1]. 

Межотраслевой баланс — метод анализа 

взаимосвязей между различными секторами 

экономической системы. Это означает, что 

каждый сектор выступает одновременно 

производителем и потребителем. Кроме полезного 

продукта по каждому сектору экономики 

происходит образование и выбросы 

загрязняющих веществ в окружающую среду. 

Количество загрязняющих веществ  можно 

представить через удельные величины, например, 

приходящиеся на единицу выпуска каждого вида 

продукции. 

Цель балансового анализа: определение 

количества  продукции, произведенной каждым 

сектором для того, чтобы удовлетворить все 

потребности экономической системы в его 

продукции и, при этом, не нарушить 

установленных норм выбросов загрязняющих 

веществ в окружающую среду[2]. 

Для анализа составляется таблица 

межотраслевого баланса. Числа  в строках 

таблицы, показывают, как распределяется 

произведенная продукция каждого сектора. 

Последний элемент строки представляет объем 

произведенной сектором продукции (общий 

выпуск). Данные в столбцах показывают, какую 

продукцию потребляет каждый сектор в процессе 

производства. Последнее число в столбце – это 

суммарные затраты сектора. Если объем затрат 

каждого сектора (сумма элементов в столбце 

таблицы) равен объему произведенной продукции 

(сумма элементов в соответствующей строке), то 

модель является  замкнутой [1]-[3]. Для 

детального рассмотрения, рассмотрим 

упрощенную модель межотраслевого баланса. 

Пусть данная модель состоит из 3 -х  секторов — 

сельского хозяйства, промышленности и 

домашнего хозяйств. В качестве единицы 

измерения объемов товаров и услуг каждого 

сектора выберем их стоимость. 

 

Таблица 1.1  Таблица межотраслевого баланса для простейшей эколого-экономической модели 

региона 

 Сельское 

хозяйство 

 

Промышленность Домашние 

хозяйства 

Общий выпуск 

Сельское хозяйство 

 
11b  12b  13b  


=

n

j

jb
1

1  

Промышленность 
21b  22b  23b  


=

n

j

jb
1

2  

Домашние 

хозяйства 
31b  32b  33b  


=

n

j

jb
1

3  

Затраты 


=

n

i

ib
1

1  
=

n

i

ib
1

2  
=

n

i

ib
1

3  
 

 

Таблицы межотраслевого баланса 

описывают потоки товаров и услуг между 

секторами экономики в течение фиксированного 

промежутка времени, например в течение 

квартала, полугодия или года. Такие данные, 

сохраняемые в таблицах, естественно описывать и 

анализировать в терминах матричной алгебры. 

Для замкнутой экономической системы 

баланс между общим выпуском и затратами 

каждого сектора можно описать равенствами: 

  
==

=
n

i

ik

n

j

kj bb
11

,                        (1) 

где kjb -  количество товаров и услуг k -го 

сектора экономики, потребляемого в j -м секторе; 

jkb -  количество товаров и услуг i -го сектора 

экономики, потребляемого в k -м секторе. 

Матрицей межотраслевого баланса (матрицей 

Леонтьева) называется матрица вида: 
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На практике экономика региона представляет 

собой открытую систему межотраслевых связей, в 

которой вся произведенная продукция 

(совокупный продукт) разделяется на две части: 

одна часть продукции (промежуточный продукт) 

идет на потребление в производящих секторах, а 

другая ее часть (конечный продукт) потребляется 

вне сферы материального производства — в 

секторе конечного спроса. При этом потребление 

в секторе конечного спроса может меняться. Для 

открытой системы межотраслевой баланс будет 

иметь вид: 

ii

n

j

iji

n

j

iji yxaybx +=+= 
== 11

 ,   ni ,1=          (3) 

или  

 ii

n

j

iji yxax =−
=1

, ni ,1= .                          (4) 

СЛАУ (4) запишем в матричном виде:  

  ( ) YAEX =−  ,                                              (5) 

в развернутом виде: 

                                

( )
( )

( )











=−+−−−

=−+−+−

=−−−

nnnnnn

nn

nn

yхахаха

yхахаха

yхахаха

1...

.........................................................

...1

...1

2211

22222121

11212111

       (6) 

В (5) E - единичная матрица, ixX = - объем 

выпуска i -го сектора(объем товаров и услуг, 

произведенных в одном из n  производящих 

секторов), ni ,1=  ; iyY = - конечный продукт i -

го сектора(объем продукции i -го сектора, 

потребляемой в секторе конечного спроса) ; 

j

ij

ij
x

b
aA == - количество продукции i -го сектора, 

которое расходуется при производстве единицы 

продукции j -го сектора(коэффициенты прямых 

затрат); 
ijb - объем товаров и услуг i-го сектора, 

потребляемых в j -м секторе. 

Система (6) описывает структуру связей и 

означает, что в сектор конечного спроса от 

каждого производственного сектора поступает та 

часть произведенной продукции, которая остается 

после того, как обеспечены потребности 

производящих секторов[4]. 

Предположим, что в течение некоторого 

промежутка времени коэффициенты прямых 

затрат 
ija  остаются постоянными, а конечный 

спрос изменяется. Это означает, что существует 

линейная связь между выпуском и затратами и 

изменение выпуска хотя бы в одном секторе 

экономики влечет за собой пропорциональное 

изменение затрат всех производящих секторов. 

Коэффициентами пропорциональности этой связи 

являются элементы структурной матрицы. То есть 

в линейной модели «затраты – выпуск» 

соотношения баланса описывают связь 

неизвестного выпуска с заданным спросом. Эти 

соотношения позволяют определить, каким 

должен быть совокупный выпуск в каждом 

секторе, чтобы удовлетворить изменившиеся 

потребности общества[5]. 

В системе с заданной структурной матрицей 

A  спрос Y  всегда удовлетворяется, если 

существует вектор выпуска 

 ( ) YAEX
1−

−=                           (7) 

все компоненты которого неотрицательны. Для 

этого необходимо выполнение условий Хаукинса-

Саймона[4]: 

 

                    01 11 − а , 0
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 .      (8) 

 

По условиям (8) все миноры детерминанта 

матрицы системы (6) должны быть 

положительными. Обозначим Z -общий объем 

загрязняющего вещества. Для расчета загрязнения 

окружающей среды каждым сектором и всеми 

одновременно необходимо дополнить систему 

уравнений (6) еще одним балансовым уравнением: 

nn xcxcxcZ +++= ...2211  ,           (9) 
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где ic -нормы выбросов загрязнителя на единицу 

продукции ix [6]. 

Рассмотрим замкнутую модель эколого-

экономической системы района, если заданы 

таблица межотраслевого баланса: 

 

 Сельское 

хозяйство 

Промышленность Транспорт Домашнее 

хозяйство 

A  20  16  120 60  

B  30  10  180 100 

C  15  14  140 80  

 

конечный спрос на продукцию:  

 

  

 

выбросы загрязняющего вещества на единицу 

продукции каждого сектора: 

    

Z       
04,0  

26,0  

34,0  

Составим матрицу межотраслевого баланса, 

элементами которой являются числовые данные 

одноименной таблицы: 

















=

801401415

1001801030

601201650

B . 

Вычислим общий выпуск каждой продукции, 

сложив элементы каждой строки: 

246601201650
3

1

1 =+++=
=j

jb ;

3201001801030
3

1

2 =+++=
=j

jb ;

249801401415
3

1

3 =+++=
=j

jb . 

Полученные данные, запишем в виде 

строчной матрицы: 

( )249320246=X . 

Общее количество выбросов загрязняющих 

веществ 1Z получим, умножив матрицу X  на 

матрицу, элементами которой являются 

численные данные выбросов веществ  : 

  ( ) 70,17734,024926,032004,0246

34,0

26,0

04,0

2493202461 =++=
















== ZXZ . 

Вычислим структурную матрицу 

коэффициентов затрат, обозначив ее A . Для этого 

составим матрицу производственных секторов

1X , элементами  которой являются значения 

матрицы межотраслевого баланса без столбца 

значений домашнего хозяйства: 

   

















=

1401415

1801030

1201650

1X . 

Составим матрицу удельного выпуска 2X , 

которая является диагональной, а элементы 

главной  диагонали равны значениям  

j

j
x

x
1

1

1
2 = , 

3,1=j   строчной матрицы X : 
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00
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00
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1
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Структурную матрицу коэффициентов 

прямых затрат, получаем, умножая матрицу   1X  

на матрицу 2X : 

 

Y   100 

150 

120 
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21 XXA . 

Для того, чтобы осуществить расчет выпуска 

продукции для заданного конечного спроса, 

необходимо проверить условия  Хаукинса-

Саймона (8).  Для этого составим матрицу   AE − : 
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AE , 

затем вычислим диагональные миноры 

определителя матрицы AE − : 

 

          
123

98
1 =M ; 
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1507

32

31

41

5
20

1

123

98

2 =

−

−
=M ; 

490032

135625

249

109

160

7

82

5
83

60

32

31

41

5
83

40

20

1

123

98

3 =

−−

−−

−−

=M . 

Как видно, все диагональные миноры 

структурной матрицы коэффициентов прямых 

затрат положительны, что говорит о выполнении 

условий (8). Следовательно, можно определить 

объем выпуска для заданного конечного спроса   

Y , который находится по формуле  (7): 
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1
YAEOv . 

Для вычисления матрицы Ov  нужно 

предварительно вычислить обратную матрицу 

( ) 1−
− AE . 

Вычислим для этого объема Ov суммарное 

количество выбросов загрязняющего вещества 2Z , 

умножив транспонированную матрицу Ov на 

матрицу Z - матрицу выбросов загрязняющих 

веществ: 

 

( ) 823,268

34,0

26,0

04,0
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Как видим, количество загрязняющих 

веществ при заданном спросеY  на продукцию 

увеличился.  

Элементы 2 -го столбца матрицы ( ) 1−
− AE  

указывают на изменения выпуска в производящих 

секторах при увеличении потребностей в 

промышленных товарах на единицу потребления 

промышленной продукции[7]. Учитывая это, 

произведем дополнительные вычисления. 

Например, вычислим материальные затраты  при 

увеличении выпуска продукции (производимой 

промышленностью) на %5,4 . Для этого, умножим 

элемент, стоящий во второй строке столбца 

матрицы Ov  на число   
100

5,4
: 

758,21045,0
5425

2623104
==d . 

Следовательно, увеличится  выпуск товаров 

и услуг: это вычисляется, умножив 

транспонированный 2 -й столбец матрицы

( ) 1−
− AE на величину d    :  

 

( )9800,21093,253782,3758,21
678125

92877

135625

156512

678125

105288
=








=Xy . 

Увеличение количества выбросов 

загрязняющих веществ составит при этом: 

( ) 6767,7

34,0

26,0

04,0

9800,21093,253728,33 =
















=Z . 

Проведем  исследование  модели 

межотраслевого баланса в системе Maple. 

Подключим специализированный пакет Linalg:  

 

 

restart; 

with(linalg); 

 

Составляем матрицу межотраслевого 

баланса B , вводим данные матрицы выбросов 

загрязняющих веществ Z : 

 

B:=matrix(3,4,[50,16,120,60,30,10,180,100,15,14,140,80]);  

Z:=matrix(3,1,[0.04,0.26,0.34]); 

 

 

 

Для вычисления  общего выпуска каждой 

продукции составим вектор общего выпуска[8]-

[10]:  

 

multiply(B,Matrix(4,1,[1$4])); 

X:=convert(%,vector); 

 := B
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30 10 180 100

15 14 140 80

 := Z
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Количество  выбросов загрязняющих 

веществ 1Z  при заданных данных получаем, 

умножив матрицу X  на матрицу, элементами 

которой являются численные данные выбросов 

веществ, используя команду multiply   : 

 

Z1:=multiply(X,Z); 

 

Произведем расчеты количества выбросов 

загрязняющих веществ 2Z при заданных данных 

спроса на продукцию Y . Вычислим структурную 

матрицу коэффициентов затрат, как описана  

выше : 

 

X1:=submatrix(B,1..3,1..3); 

X2:=diag(seq(1/X[i],i=1..3)); 

A:=multiply(X1,X2); 

 

 

 

Проверим условия  Хаукинса-Саймона (1.8), 

для чего  составим матрицу AE − [9]: 

 

EA:=evalm(diag(1$3)-A); 

M:=seq(det(submatrix(EA,1..i,1..i)),i=1..3); 

if M[1]>0 and M[2]>0 and M[3]>0 then print (_Ysloviya_vipolnimi_); 

else print (_Ysloviya_ne_vipolnimi_); 

fi; 

 

 



















246

320

249

 := X [ ], ,246 320 249

 := Z1 [ ]177.70

 := X1
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1

246
0 0

0
1

320
0

0 0
1

249

 := A



































25

123

1

20

40

83

5

41

1

32

60

83

5

82

7

160

140

249

 := M , ,
98

123

1507

1968

135625

490032
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Объем выпуска для заданного конечного 

спроса   Y вычисляем, используя формулу  ( )7 : 

 

Y:=matrix(3,1,[100,150,120]); 

Xx:=multiply(1/EA,Y); 

 

 

При нахождении матрицы Xx , была  

вычислена обратная матрица ( ) 1−
− AE . 

Суммарное количество выбросов загрязняющего 

вещества 2Z вычисляется при умножении 

транспонированной матрицы  Xx  на матрицу Z

- матрицу выбросов загрязняющих веществ:

 

Z2:=multiply(transpose (Xx),Z); 

 

                                          

Для вычисления количества выбросов 

загрязняющих веществ при увеличении 

потребностей в промышленных товаров, 

например на %5,4 , используем команды: 

 

d:=Xx[2,1]*0.045; 

Xn:=scalarmul(col(1/EA,2),d); 

Z3:=multiply(Xn,Z); 

 

 

 
 

Так как вычисления возможны при 

выполнении условий  Хаукинса-Саймона запишем 

их внутри цикла:     

 

if M[1]>0and M[2]>0 and M[3]>0 then print (_Ysloviya_vipolnimi_); 

Y:=matrix(3,1,[100,150,120]); 

Xx:=multiply(1/EA,Y); 

           Z2:=multiply(transpose (Xx),Z); 

           map(evalf,%,5); 

d:=Xx[2,1]*0.045; 

Xn:=scalarmul(col(1/EA,2),d); 

Z3:=multiply(Xn,Z); 

else print (_Ysloviya_ne_vipolnimi_); 

fi; 

 

Для автоматизированной программы 

вводятся числовые данные в начале программы: 

 

b11:=50:b12:=16:b13:=120:b14:=60:b21:=30:b22:=10:b23:=180:b24:=100: 

 := Y



















100

150

120

 := Xx



































10393746

27125

2623104

5425

10194309

27125

 := Z2 [ ]268.8239668

 := d 21.75846636

 := Xn [ ], ,3.378293686 25.10939050 2.980071639

 := Z3 [ ]7.676797634
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b31:=15:b32:=14:b33:=140:b34:=80: 

z11:=0.04:z21:=0.26:z31:=0.34: 

y11:=100:y21:=150:y31:=120: 

B:=matrix(3,4,[b11,b12,b13,b14,b21,b22,b23,b24,b31,b32,b33,b34]);  

Z:=matrix(3,1,[z11,z21,z31]); 

Y:=matrix(3,1,[y11,y21,y31]); 

 

Далее, программа идентична. Теперь изменяя 

данные, программа будет вычислять с новыми 

данными при этом изменения внутри программы 

не вносятся.  
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