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УРАВНЕНИЕ ПОПЕРЕЧНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ТРЕХСЛОЙНОЙ ПЛАСТИНЫ  И КОНИЧЕСКОЙ 

ОБОЛОЧКИ 

 

Аннотация: В работе рассматривается задача о колебаниях трехслойной вязкоупругой пластины и 

трехслойной конической оболочки. Трехслойная пластина и трехслойная коническая оболочка 

предполагаются трехмерными телами. Уравнения движения выводятся относительно главных компонент 

перемещений срединной поверхности. Полученные уравнения колебаний решаются. На основании решений 

были сделаны соответствующие выводы. 

Ключевые слова: Пластинки, решений, уравнений, колебания, слой, алгоритм. 

  

 Введение 

Трехслойные пластины и конические 

оболочки находят широкое применение в 

различных областях техники. В таких случаях 

динамический расчет трехслойных пластин и 

конических оболочек основывается на гипотезах 

Кирхгофа. Количество научных работ этого типа 

очень велико. Большой вклад в дальнейшее 

развитие классической теории внесли С. Г. 

Лехницкий, С. А. Амбарцумян, Г. И. Петрашень и 

другие. Их исследования можно разделить на два 

направления: асимптотические теории и теории 
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Тимошенко и Рейсснера. В последние годы 

прошлого века Г. И. Петрашень разработал 

теорию расчета трехслойных пластин и оболочек, 

основанную на методе точных решений. 

 Используя этот метод, профессор И. Г. 

Филиппов и его ученики разработали уравнения 

колебаний двухслойных и трехслойных пластин и 

оболочек. В их работе были допущены некоторые 

недостатки в получении уравнений колебаний 

трехслойных пластин и оболочек: 1) 

рассматривались только трехслойные пластины с 

симметричной структурой; 2) в качестве 

неизвестных принимаются начальные части 

перемещений точек срединной поверхности слоя 

засыпки. Всего их шесть. Если граничные условия 

четко сформулированы, число неизвестных 

увеличивается до двенадцати. Об этом говорят 

сами авторы; 3) граничные условия 

формулируются относительно головных частей 

срединных перемещений. Теоретически это 

неверно; 4) эти факторы вынуждают авторов идти 

на существенные упрощения, приводящие к 

некоторым неточностям, вследствие чего 

уравнения колебаний трехслойных пластин и 

оболочек приближаются к уравнению колебаний 

однородных пластин и оболочек; 5) уравнения, 

полученные для трехслойных пластин и оболочек, 

не переходят в уравнения колебаний однослойных 

и двухслойных пластин и оболочек. Отсутствие 

одного из трехслойных слоев пластины и 

оболочки приводит к отсутствию второго 

внешнего слоя.  

 На сегодняшний день поперечные и 

крутильные колебания трехслойных пластин и 

оболочек изучены недостаточно. 

 

Постановка задачи.  

Рассмотрим трехслойную составную 

пластину и упругую коническую оболочку, 

шарнирно закрепленную с обоих концов. 

Считаем, что рассматриваемая трехслойная 

пластина и оболочка являются трехмерными 

телами. Введем декартову систему координат 

𝑂𝑥𝑦𝑧 в трехслойную пластину и цилиндрическую 

систему координат 𝑂𝑟𝜃𝑧 в трехслойную оболочку. 

Назовем трехслойные слои пластины и оболочки 

нулевыми первым и вторым слоями. 

 Рассмотрим трехслойную пластину в 

состоянии плоской деформации и трехслойную 

оболочку в осесимметричном состоянии.  

 Получаем зависимость между напряжениями 

и деформациями в точках трехслойной пластины 

и слоев конической оболочки в виде закона Гука.  

𝜎𝑖𝑖
(𝑚) = 𝜆𝑚𝜀𝑖𝑖

(𝑚) + 2𝜇𝑚𝜀𝑖𝑖
(𝑚);  𝜎𝑖𝑗

(𝑚) = 2𝜇𝑚𝜀𝑖𝑗
(𝑚). (1) 

 Уравнения движения точек слоев 

трехслойной пластины и конической оболочки 

записываются следующим образом.   

𝜎𝑖𝑗,𝑗
(𝑚) = 𝜌𝑚�⃗⃗� ̈

(𝑚)                      (2) 

где �⃗⃗� (𝑚) − векторы перемещения точек 

трехслойной пластины и слоев конической 

оболочки; 𝑡 −время. Скаляр -𝜑𝑚 и потенциальные 

функции - �⃗� 𝑚 вводятся вектором перемещения 

следующим образом. 

�⃗⃗� (𝑚) = 𝑔𝑟𝑎𝑑𝜑𝑚 + 𝑟𝑜𝑡�⃗� 𝑚              (3)  
При этом считается, что векторные 

потенциалы �⃗� 𝑚 удовлетворяют условиям 

соленоидальности векторных полей 

𝑑𝑖𝑣 �⃗� 𝑚 = 0                              (4) 
Подставляя (3) в систему (2), легко получить 

уравнения движения точек трехслойной пластины 

и слоев оболочки в виде волновых уравнений для 

продольного 𝜑𝑚 и �⃗� 𝑚 поперечного волновых 

потенциалов. 

При плоской деформации векторы смещения 

точек трехслойной пластины и слоев оболочки 

имеют только две составляющие �⃗⃗� 𝑚 =

�⃗⃗� 𝑚(𝑈𝑚 ,𝑊𝑚). 
В случае плоской деформации, учитывая, что 

векторы перемещений точек слоев  разлагаются 

только по единичным ортам 𝑖 , �⃗�  уравнения 

движения приводятся к волновым уравнениям 

Δ𝜑𝑚 = �̈�𝑚 𝑎𝑚
2⁄ ; Δ𝜓𝑚 = �̈�𝑚 𝑏𝑚

2⁄ ,         (5) 
где 𝑎𝑚, 𝑏𝑚- скорости распространения 

продольной и поперечной волны в слоях 

трехслойной пластины; Δ − двумерный 

дифференциальный оператор Лапласа. При этом 

компоненты вектора перемещений точек слоев 

трехслойной пластины и точек слоев трехслойной 

оболочки представляются функциями φ и 𝜓𝑚. 

Компоненты тензоров деформаций и напряжений 

также записываются потенциальными функциями 

φ и 𝜓𝑚. 

При t<0 предполагается, что трехслойные 

пластины и оболочки покоятся. С момента t=0 на 

его поверхности начали действовать 

динамические силы. В силу линейности задачи 

можно представить полей перемещений, в виде 

наложения симметричной и антисимметричной 

частей 

�⃗⃗� 𝑚 = �⃗⃗� 𝑚
𝑠 + �⃗⃗� 𝑚

𝑎 , 

где �⃗⃗� 𝑚
𝑠 − симметричная (продольная), �⃗⃗� 𝑚

𝑎 - 

антисимметричная (изгибная) части полей 

перемещений слоев  пластины. При этом 

симметричные части должны удовлетворять 

граничным условиям  

при 𝑧 = (−1)𝑖−1ℎ𝑖
∗, ℎ𝑖

∗ = ℎ0 + ℎ𝑖

 

𝜎𝑥𝑧
(𝑖) = 𝑓𝑥

(𝑖);  𝜎𝑧𝑧
(𝑖) = 𝑓𝑧

(𝑖);  (𝑖 = 1,2).           (6) 
Кроме того, к трехслойным пластинчатым 

поверхностям применяются следующие 

динамические и кинематические условия: 

при 𝑧 = ℎ0  

𝜎𝑥𝑧
(0) = 𝜎𝑥𝑧

(1), 𝜎𝑧𝑧
(0) = 𝜎𝑧𝑧

(1), 𝑈0 = 𝑈1, 𝑊0 = 𝑊1.     (7) 
Начальные условия нулевые. 
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Метод решения.  

Для решения задачи необходимо задать 

выражения для функций 𝑓𝑥
(0,1)(𝑥, 𝑡) и 𝑓𝑧

(0,1)(𝑥, 𝑡) из 

граничных условий. Поэтому введем функции 

внешнего воздействия в следующем виде:  

𝑓𝑥
(0,1)

= ∫
𝑐𝑜𝑠𝑘𝑥
𝑠𝑖𝑛𝑘𝑥

}

∞

0

𝑑𝑘 ∫ 𝑓𝑥
(0,1)

𝑒𝑝𝑡𝑑𝑝

(𝑙)

𝑓𝑧
(0,1) = ∫

𝑠𝑖𝑛𝑘𝑥
−𝑐𝑜𝑠𝑘𝑥

}

∞

0

𝑑𝑘 ∫ 𝑓𝑧
(0,1)𝑒𝑝𝑡𝑑𝑝

(𝑙) }
  
 

  
 

    (8) 

где 𝑓𝑥
(0,1)

, 𝑓𝑧
(0,1) − функции, регулярные при      

𝑅𝑒𝑝 ≥ 0 имеющие конечное число полюсов, 

принимающие произвольные значения внутри 

некоторой области Ω, содержащий промежуток 
(−𝑖𝜔0; 𝑖𝜔0) мнимой оси, убывающие при 𝑝 → 𝑖∞ 

не медленнее, чем |𝑝|−𝑛0, где 𝑛0 ≫ 1, и такие, что 

вне Ω их значения пренебрежимо малы. Кроме 

того функции 𝑓𝑥
(0,1)

 и 𝑓𝑧
(0,1)

− аналитические, 

принимающие произвольные значения в 

промежутки (0, 𝑘0), убывающие при 𝑘 → ∞, как 

𝑘−𝑛0 , и пренебрежимо малые при 𝑘 > 𝑘0; (𝑙) − 

контур 𝑅𝑒𝑝 = 𝜈 > 0 на комплексной плоскости 
(𝑝), оставляющего область Ω правее себя. 

В соответствие с принятыми 

представлениями функций внешнего воздействия 

решение поставленной задачи также ищем в виде 

(4). Это позволяет получить из (5) обыкновенные 

дифференциальные уравнения второго порядка. В 

случае симметричных воздействий, когда будут 

иметь место продольные колебания пластины и 

оболочкы, решением полученных уравнений 

будет 

�̃�𝑚(𝑧, 𝑘, 𝑝) = 𝐴𝑚
1 𝑐ℎ(𝛼𝑚𝑧)

�̃�𝑚(𝑧, 𝑘, 𝑝) = 𝐵𝑚
1 𝑠ℎ(𝛽𝑚𝑧)

}           (9) 

где 

𝛼𝑚
2 = 𝑘2 + 𝑝2 𝑎𝑚

2⁄ ;  𝛽𝑚
2 = 𝑘2 + 𝑝2 𝑏𝑚

2⁄ . 
Перемещения 𝑈𝑚 и 𝑊𝑚 также представим в 

виде (8) и подставляя вместе с (9) в выражения 

перемещений, для преобразованных �̃�𝑚 и �̃�𝑚  

будем иметь выражения через гиперболические 

функции и постоянные интегрирования. Далее с 

использованием стандартных разложений 

гиперболических функций в степенные ряды, 

получим 

�̃�𝑚 =∑[𝑘𝛼𝑚
2𝑛𝐴𝑚

(1) − 𝛽𝑚
2𝑛+1𝐵𝑚

(1)]
𝑧2𝑛

(2𝑛)!

∞

𝑛=0

�̃�𝑚 =∑[𝛼𝑚
2𝑛+2𝐴𝑚

(1) − 𝑘𝛽𝑚
2𝑛+1𝐵𝑚

(1)]
𝑧2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0 }
 
 

 
 

(10) 

 В качестве искомых функций в уравнениях 

колебания трехслойной пластинки примем 

главные части преобразованных перемещений �̃�0 

и �̃�0 такой поверхности нулевого слоя, 

расстояние от поверхности 𝑧 = 0 которой 

определяется формулой 

𝜉 = 𝜒 ∙ ℎ0;  −1 ≤ 𝜒 < 0; 0 ≤ 𝜒 < 1 

где 𝜒 − постоянное число, удовлетворяющее 

неравенству −1 ≤ 𝜒 ≤ 1. Для этого в выражениях 

(10) примем 𝑧 = 𝜉, 𝑚 = 0 и 𝑛 = 0. Тогда введя 

обозначения �̃�0
(0)

 и �̃�0
(0)

 получим 

�̃�0
(0) = 𝑘𝐴0

(1) − 𝛽0𝐵0
(1)

�̃�0
(0) = [𝛼0

2𝐴0
(1) − 𝑘𝛽0𝐵0

(1)]𝜉
}              (11) 

Решив систему относительно 𝐴0
(1)

 и 𝛽0𝐵0
(1)

, 

выразим их через �̃�0
(0)

 и �̃�0
(0)

. Из контактных 

условий (7)  находятся выражения для постоянных 

𝐴𝑚
(1)

 и 𝐵𝑚
(1)

 при 𝑚 = 1,2 Затем они подставляются 

в граничные условия (6). Это позволяет получить 

уравнения симметричных колебаний трехслойной 

пластинки в следующем виде 

𝐴1 [
𝜕

𝜕𝑥
𝑊0

(0)] + 𝐵1[𝑈0
(0)] = 𝑆1[𝑓𝑥

(1)];

𝐴2[𝑊0
(0)] + 𝐵2 [

𝜕

𝜕𝑥
𝑈0
(0)] = 𝑆2[𝑓𝑧

(2)],

}              (12) 

где 𝐴𝑘, 𝐵𝑘, 𝑆𝑘 −дифференциальные операторы 

одинаковой структуры, имеющие вид 

𝐷𝑘 = 𝐷𝑘1
𝜕4

𝜕𝑡4
+ 𝐷𝑘2

𝜕4

𝜕𝑥2𝜕𝑡2
+𝐷𝑘3

𝜕4

𝜕𝑥4
+ 

+𝐷𝑘4
𝜕2

𝜕𝑡2
+ 𝐷𝑘5

𝜕2

𝜕𝑥2
+𝐷𝑘6 

𝐷𝑘𝑗 равны 𝐴𝑘𝑗, 𝐵𝑘𝑗 или 𝑆𝑘𝑗: 

 …, 𝐴26 = 1 − 𝑞2,…., 𝐵26 = −𝜉(1 + 𝑞2); 
где 𝑖 = 1,2; 𝑧1 = ℎ0 + ℎ1; 𝑧2 = ℎ0 + ℎ2;                   

𝑞𝑚 = 1 −
𝜆𝑚

𝜇𝑚
; 𝑎𝑚, 𝑏𝑚- соответственно скорости 

продольных и поперечных волн в материале 

пластинки.  

 Аналогично для трехслойной конической 

оболочки составим уравнение колебаний: 

𝐶1[𝑊0
(0)] + 𝐷1 [

𝜕

𝜕𝑥
𝑈0
(0)] = 𝐾1[𝑓𝑥

(1)];

𝐶2 [
𝜕

𝜕𝑥
𝑊0

(0)] + 𝐷2[𝑈0
(0)] = 𝐾2[𝑓𝑧

(2)],

}              (13) 

 

Путем решения этой системы уравнений 

определяются напряженно-деформированные 

состояния в трехслойных пластинах и оболочках. 

Мы сравниваем полученные результаты с 

работами других авторов, чтобы проверить их 

достоверность. Для этого полученную систему 

уравнений можно перенести на уравнения 

однослойной пластины и оболочки. В результате 

были получены уравнения, соответствующие 

уравнениям, выведенным по классической теории. 

 

 

 

 



Impact Factor: 

ISRA (India)        = 6.317 

ISI (Dubai, UAE) = 1.582 

GIF (Australia)    = 0.564 

JIF                        = 1.500 

SIS (USA)         = 0.912  

РИНЦ (Russia) = 3.939  

ESJI (KZ)          = 8.771 

SJIF (Morocco) = 7.184 

ICV (Poland)  = 6.630 

PIF (India)  = 1.940 

IBI (India)  = 4.260 

OAJI (USA)        = 0.350 
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