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ЗАДАЧИ ПО ТЕОРИИ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ 

 

Аннотация: Излагаются основные понятия векторного анализа. Формулы Остроградского- Гаусса и 

Стокса, приёмы набла- техники.  Скалярное поля и ее градиент. Векторное поле, дивергенция и ротор 

векторного поля. Различные формы интегральных теорем. Приводится несколько примеров для вычисления 

в векторном анализе. 

Ключевые слова: скалярные поля, оператор Лапласа, оператором Набла, векторного аргумента, 

вектор функции, уравнений Максвелла. 

  

Введение 

 Векторный анализ в современной математике 

и механике имеет огромное значение. Если в 

математическом анализе мы столкнулись с 

функциями отображающие 𝑅 → 𝑅, и изучали 

вопросы теории последовательностей, теории 

пределов, дифференцирование и интегрирование 

соответствующих функций. Далее возникли 

задачи в скалярном и векторном полях, по этому 

возникло в разделе математики называемое 

векторным анализом. Следует отметить что при 

этом имеется ввиду обобщение математического 

анализа – это функциональный анализ. Такие 

операторы отображающие бесконечно-мерные 

пространство над  𝑅 в поле 𝑅. Такие операторы 

принято называть – функционалами.  

Нас интересует такие вопросы математики как:  

1. Отображение 𝑅 → ℧ это вектор – функция 

скалярного аргумента; 

2. Отображение ℧ → 𝑅, т.е. скалярные поля; 

3. Отображение ℧ → ℧, т.е. векторные поля; 

Приведем некоторые определения. 

1. Вектор – функцией скалярного аргумента 

называется функция, область определения 

которой содержится в 𝑅, а область допустимых 

значений в n – мерном линейном пространстве. 

По другому это определение выглядит так:  

Пусть дано n- мерное линейное пространство 

℧, 𝒟 – некоторое числовое множество, где  𝒟 ⊆ 𝑅. 

Тогда вектор функций называется функция 

каждому числу, из множества  𝒟 сопоставляющая 

соответствующий вектор из ℧. 
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 Понятия придела, непрерывности и 

произведений вектор-функций вводится как 

обычно функции.  

Например для обычной функции 𝜑 имеем 

lim
𝑥→𝛼

𝜑(𝑥) = 𝐴 ⟺ ∀ℇ > 0 , ∃𝛿 > 0, ∀ × (0 <

|𝑥 − 𝑎| < 𝛿 ⇒ |𝜑(𝑥) − 𝐴| < 𝜀). 

Для вектор функций 𝑓 единственное отличие 

в формуле будет состоять в том, что модуль 

разности векторов определяется иначе, чем 

модуль разности чисел. 

lim
𝑥→𝛼

𝑓(𝑡) = 𝐴 ⟺ ∀𝜀 > 0,  

∃𝛿 > 0, ∀𝑡 (0 < |𝑡 − 𝑎| < 𝛿 ⇒ ‖𝑓(𝑡) − 𝐴‖ < 𝜀) 

Понятие производной вектор функции 

идентично традиционному определению 

производной. 

𝑓′(𝑡) = lim
∆𝑡→𝜐

1

∆𝑡
(𝑓(𝑡 + ∆𝑡) − 𝑓(𝑡))  

т.е.  ∀𝜀 > 0, ∃𝛿 > 0, ∀∆𝑡 

 (|∆𝑡| < 𝜀 ⇒ ‖
1

∆𝑡
(𝑓(𝑡 + ∆𝑡) − 𝑓(𝑡) − 𝑓′(𝑡)‖ < 𝜀). 

Скалярным полем на 𝒟 ∈ 𝑅" называется 

любая функция 𝑓: 𝒟 → 𝑅, т.е. функция, каждому 

вектору из 𝒟 ставящая в соответствие 

действительное число и в этом случае понятие 

придела вводится обычным путем: 

lim
𝜏⃗⃗→𝜏⃗⃗0

𝜑(𝜏) = 𝐴 ⟺ ∀𝜀 > 0 , ∃𝛿 > 0, 

 ∀𝜏 (0 < ||𝜏 − 𝜏0|| < 𝛿 ⇒ |𝜑(𝜏) − 𝐴| < 𝜀).  

Понятие производной скалярной функции 

векторного аргумента не может вводится как 

обычно. Дело в том что в знаменателе окажется 

вектор. По этому понятие производной вводится с 

помощью понятие производной по направлению и 

с помощью градиента скалярной функции 

векторного аргумента. 

Скалярные поля определим с помощью 

функции ℧(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑈(𝜏) 

Векторные поля определим с помощью 

вектор функции 𝐹⃗(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐹𝑥 ∙ 𝑖 + 𝐹𝑦 ∙ 𝑗 + 𝐹𝑧 ∙ 𝑘⃗⃗. 

В теории поля используется дифференциальные 

операторы дифференцирования по времени (𝐵̇ =
𝜕𝐵

𝜕𝑡
) и по координатам оператор 

дифференцирования по пространственным 

координатам ∇⃗⃗⃗ - оператор Гамильтона: ∇⃗⃗⃗=
𝜕

𝜕𝑥
∙ 𝑖 +

𝜕

𝜕𝑦
∙ 𝑗 +

𝜕

𝜕𝑧
∙ 𝑘⃗⃗  тогда применив оператора ∇⃗⃗⃗ к 

скалярному и векторному полю, можно получить 

скалярные и векторные величины. 

∇⃗⃗⃗ ∙ 𝑈 = 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑈 =  
𝜕𝑈

𝜕𝑥
∙ 𝑖 +

𝜕𝑈

𝜕𝑦
∙ 𝑗 +

𝜕𝑈

𝜕𝑧
∙ 𝑘⃗⃗ 

∇⃗⃗⃗ ∙ 𝐹⃗ = 𝑑𝑖𝑣 𝐹⃗ =  
𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑧
 

∇⃗⃗⃗ ∙ 𝐹⃗ = |
|

𝑖 𝑗 𝑘⃗⃗
𝜕

𝜕𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑘
𝐹𝑥 𝐹𝑦 𝐹𝑧

|
| = 

= (
𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑦
−

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑥
) ∙ 𝑖 + (

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝐹𝑧

𝜕𝑥
) ∙ 𝑗 + (

𝜕𝐹𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝐹𝑥

𝜕𝑦
) ∙ 𝑘⃗⃗ 

дифференциальные операторы второго порядка 

 ∇⃗⃗⃗2= ∇⃗⃗⃗ ∙ ∇⃗⃗⃗=
𝜕2

𝜕𝑥2 +
𝜕2

𝜕𝑦2 +
𝜕2

𝜕𝑧2   −  оператор Лапласа. 

Приведем основные математические 

тождества теории поля: 

∇⃗⃗⃗ ∙ (∇⃗⃗⃗ ∙ 𝐹⃗) = 𝑔𝑟𝑎𝑑(𝑑𝑖𝑣𝐹⃗), 

∇⃗⃗⃗ ∙ (∇⃗⃗⃗ ∙ 𝐹⃗) = 𝑟𝑜𝑡(𝑟𝑜𝑡 𝐹⃗), 

∇⃗⃗⃗ ∙ (∇⃗⃗⃗ ∙ 𝑈) = 𝑟𝑜𝑡(𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑈), 

∇⃗⃗⃗ ∙ (∇⃗⃗⃗ ∙ 𝐹⃗) = 𝑑𝑖𝑣(𝑟𝑜𝑡 𝐹⃗), 

∇⃗⃗⃗ ∙ (∇⃗⃗⃗ ∙ 𝐹⃗) = ∇⃗⃗⃗ ∙ 𝐹⃗ + ∇⃗⃗⃗ ∙ (∇⃗⃗⃗ ∙ 𝐹⃗); 

Операторы векторного анализа эффективно 

используется при описании электромагнитных 

процессов приведем полную систему уравнений 

Максвелла. Полный анализ макроскопических 

электромагнитных процессов возможен на основе 

полной системы основных уравнений 

электродинамики, к числу которых относятся – 

уравнения Максвелла: 

𝑟𝑜𝑡 𝐻⃗⃗⃗ = −
𝜕𝐷⃗⃗⃗

𝜕𝑡
+ 𝑗 0, 

𝑟𝑜𝑡 𝐸⃗⃗ = −
𝜕𝐵⃗⃗

𝜕𝑡
 , 

𝑑𝑖𝑣 𝐷⃗⃗⃗ = 𝜚9, 

𝑑𝑖𝑣 𝐵⃗⃗ = 0. 

Система уравнений состояний 

(материальные уравнения) 

𝐷⃗⃗⃗ = ℰ𝑞 ∙ 𝐸⃗⃗, 𝐵⃗⃗ = 𝜇𝑞 ∙ 𝐻⃗⃗⃗,       𝑗 = 𝜎 ∙ 𝐸⃗⃗ . 

В некоторых случаях уравнения Максвелла 

удобно применять в интегральной форме 

∮ 𝐻⃗⃗⃗𝑑𝑒
𝐿

= ∫ (
𝜕𝐷⃗⃗⃗

𝜕𝑡
+ 𝑗∋)

𝑆
∙ 𝑑𝑆 ,     ∮ 𝐸⃗⃗𝑑𝑒

𝐿
=

−
𝑑

𝑑 𝑡
∫ 𝐵⃗⃗

𝑆
𝑑 𝑆. 

∮ 𝐻⃗⃗⃗𝑑𝑠
𝐿

= ∫ (𝜍э𝑑𝑣)
𝑆

,     ∮ 𝐵⃗⃗𝑑𝑠
𝐿

= 0. 

Выражение вектора 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑇 в произвольных 

ортогональных координатах 𝜉1, 𝜉2, 𝜉3 и, в 

частности, в декартовых координатах x, y, z в 

которых ℎ𝑥 =  ℎ𝑦 = ℎ𝑧 = 1;  

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑇 =
𝑖1

ℎ1

𝜕𝑇

𝜕𝜉1
+

𝑖2

ℎ2

𝜕𝑇

𝜕𝜉2
+

𝑖3

ℎ3

𝜕𝑇

𝜕𝜉3
;  

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑇 = 𝑖 ⋅
𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑗 ⋅

𝜕𝑇

𝜕𝑦
+ 𝑘⃗⃗ ⋅

𝜕𝑇

𝜕𝑧
;  

Для записи пространственных производных 

часто бывает удобно воспользоваться оператором 

Гамильтона (оператором Набла) ∇⃗⃗⃗. В декартовых 

координатах ∇⃗⃗⃗= 𝑖 ⋅
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑗 ⋅

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑘⃗⃗ ⋅

𝜕

𝜕𝑧
 тогда 

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑇 =  ∇⃗⃗⃗ 𝑇. В сферической системе координат 

𝑅, 𝜃, 𝜑 производная   

𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑇 = 𝑖𝑅 ∙
𝜕𝑇

𝜕𝑅
+

𝑖𝜃

𝑅
∙

𝜕𝑇

𝜕𝜃
+

𝑖𝜑

𝑅∙sin𝜃
∙

𝜕𝑇

𝜕𝜑
  . 

Постановка задачи и метод решения. 

1. В декартовой системе координат доказать, 

что скалярное произведение (∇⃗⃗⃗𝑀⃗⃗⃗) = 𝑑𝑖𝑣 𝑀⃗⃗⃗ . 

Решение. Так как  ∇⃗⃗⃗= 𝑖 ⋅
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑗 ⋅

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑘⃗⃗ ⋅

𝜕

𝜕𝑧
 , 

𝑀⃗⃗⃗ = 𝑖 ∙ 𝑀𝑥 + 𝑗 ∙ 𝑀𝑦 + 𝑘⃗⃗ ∙ 𝑀𝑧 . Тогда  
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∇⃗⃗⃗𝑀⃗⃗⃗ = ({𝑖 ⋅
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑗 ⋅

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑘⃗⃗ ⋅

𝜕

𝜕𝑧
} {𝑖 ⋅ 𝑀𝑥 + 𝑗 ⋅ 𝑀𝑦 + 

+𝑘⃗⃗ ⋅ 𝑀𝑧}) =
𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑧
= 𝑑𝑖𝑣 𝑀⃗⃗⃗ 

2. В декартовой системе координат доказать, 

что [∇⃗⃗⃗ 𝑀⃗⃗⃗] = 𝑟𝑜𝑡 𝑀⃗⃗⃗. Решения, что 

 [∇⃗⃗⃗ 𝑀⃗⃗⃗] = 𝑖 ⋅ (
𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑦
−

𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑧
) + 𝑗 ⋅ (

𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑧
−

𝜕𝑀𝑧

𝜕𝑥
) + 

+𝑘⃗⃗ ⋅ (
𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑥
−

𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑦
) = 𝑟𝑜𝑡 𝑀⃗⃗⃗ 

3. Получить выражения для пространственных 

производственных а) 𝑑𝑖𝑣 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑇, 

б) 𝑟𝑜𝑡 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑇 поля T в декартовой системе 

координат 𝑥, 𝑦, 𝑧 .  

Решения.  

а) 𝑑𝑖𝑣 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑇 = (∇⃗⃗⃗ ∙ ∇⃗⃗⃗ 𝑇) = ({𝑖 ⋅
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑗 ⋅

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑘⃗⃗ ⋅

𝜕

𝜕𝑧
} ∙ {𝑖 ⋅

𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑗 ⋅

𝜕𝑇

𝜕𝑦
+ 𝑘⃗⃗ ⋅

𝜕𝑇

𝜕𝑧
}) = 

= {𝑖 ⋅
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+ 𝑗 ⋅

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
+ 𝑘⃗⃗ ⋅

𝜕2𝑇

𝜕𝑧2
} = ∇2𝑇 

𝑑𝑖𝑣 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑇 = (∇⃗⃗⃗ ∙ ∇⃗⃗⃗ 𝑇) = ∇2𝑇 =
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2 +
𝜕2𝑇

𝜕𝑧2 . 

∇2 – оператор Лапласа. В декартовых 

координатах 
𝜕2

𝜕𝑥2 +
𝜕2

𝜕𝑦2 +
𝜕2

𝜕𝑧2 . 

б) rat𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑇 = [∇⃗⃗⃗ ∙ ∇⃗⃗⃗ 𝑇] = [{𝑖 ⋅
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑗 ⋅

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑘⃗⃗ ⋅

𝜕

𝜕𝑧
} ∙ {𝑖 ⋅

𝜕𝑇

𝜕𝑥
+ 𝑗 ⋅

𝜕𝑇

𝜕𝑦
+ 𝑘⃗⃗ ⋅

𝜕𝑇

𝜕𝑧
}] = 0. 

Таким образом: rot𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑇 = 0. 

Приведем несколько формул для вторых 

производных векторного поля 𝑀⃗⃗⃗ 

а) ∇⃗⃗⃗2 ∙ 𝑀⃗⃗⃗ = (∇2𝑀𝑥  ,   ∇2𝑀𝑦 , ∇2𝑀𝑧  ) 

б) 𝑑𝑖𝑣 𝑟𝑜𝑡 𝑀⃗⃗⃗ = 0 

в) 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝑖𝑣 𝑀⃗⃗⃗ = 𝑟𝑜𝑡 𝑀⃗⃗⃗ = ∇⃗⃗⃗2 ∙ 𝑀⃗⃗⃗. 

Принимая во внимание то, что 𝜀𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
, 𝜀𝑦 =

𝜕𝑣

𝜕𝑦
, 𝜀𝑧 =

𝜕𝑤

𝜕𝑧
 получим 𝜃 = 𝜀𝑥 + 𝜀𝑦+𝜀𝑧 =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
=  𝑑𝑖𝑣 𝑈⃗⃗⃗ то есть дивергенция поля 

перемещений 𝑈⃗⃗⃗ ровна относительным 

изменениям 𝜃 объемов 𝑑v элементов упругой 

среды при деформациях. Производная 𝑟𝑜𝑡 𝑈⃗⃗⃗ = 2𝜔⃗⃗⃗ 

характеризует повороты элементов 𝑑v упругой 

среды, а производная 𝑑𝑖𝑣 𝑈⃗⃗⃗ = 𝜃 - изменение 

объемов 𝑑v. 

В общем случае, поля смешанный, теории 

Гельмгольца: 

𝑈⃗⃗⃗ = 𝑈⃗⃗⃗𝑃 + 𝑈⃗⃗⃗𝑆 = 𝑔𝑟𝑎𝑑 Ф + 𝑟𝑜𝑡 Ψ⃗⃗⃗⃗ 

𝑈⃗⃗⃗𝑃 - потенциальная составляющая поле смещений 

𝑈⃗⃗⃗,  

𝑈⃗⃗⃗𝑆 - соленоидальная составляющая поле 

смещений 𝑈⃗⃗⃗ 

Уравнение Ламе или уравнение передачи 

колебаний в абсолютно – упругой среде: 

(𝜇 + 𝜕)𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜃 + 𝜇∇2𝑈⃗⃗⃗ + 𝜍 ∙ 𝐹⃗ = 𝜎
𝜕2𝑈⃗⃗⃗

𝜕𝑡2
 

где 𝜃 = 𝑑𝑖𝑣 𝑈⃗⃗⃗.  

Если 𝐹⃗ = 0,  получим уравнение Ламе для 

свободных колебаний 

(𝜇 + 𝜕)𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜃 + 𝜇∇2𝑈⃗⃗⃗ = 𝜍
𝜕2 𝑈⃗⃗⃗

𝜕𝑡2
 

Учитывая что  

∇2𝑈⃗⃗⃗ = 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝑖𝑣 𝑈⃗⃗⃗ − 𝑟𝑜𝑡 𝑟𝑜𝑡𝑈⃗⃗⃗ последнее 

уравнение представим в виде:   

(𝜇 + 𝜕)𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜃 + 𝜇 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝑖𝑣 𝑈⃗⃗⃗ − 𝜇𝑟𝑜𝑡 𝑟𝑜𝑡 𝑈⃗⃗⃗ =

𝜎
𝜕2𝑈⃗⃗⃗

𝜕𝑡2  так как 𝑑𝑖𝑣 𝑈⃗⃗⃗ = 𝜃, 𝑟𝑜𝑡 𝑈⃗⃗⃗ = 2𝜔⃗⃗⃗, получим 

(𝜆 + 2𝜇)𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜃 − 2𝜇 𝑟𝑜𝑡 𝜔⃗⃗⃗ = 𝜌
𝜕2𝑈⃗⃗⃗

𝜕𝑡2   

при однородной по параметрам 𝜆, 𝜇, 𝜍 среде ∇⃗⃗⃗𝛾 =

0, ∇⃗⃗⃗𝜇 = 0, 

∇⃗⃗⃗𝜌 = 0 из последнего уравнения получим  

(𝜆 + 2𝜇) 𝑑𝑖𝑣 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜃 − 2𝜇 𝑑𝑖𝑣 𝑟𝑜𝑡 𝜔⃗⃗⃗ = 𝜌
𝜕2𝑑𝑖𝑣𝑈⃗⃗⃗

𝜕𝑡2  

принимая во внимание 𝑑𝑖𝑣 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝜃 = ∇2𝜃,

𝑑𝑖𝑣 𝑟𝑜𝑡 𝜔⃗⃗⃗ = 𝜃, 𝑑𝑖𝑣 𝑈⃗⃗⃗ = 0 получим:  (𝜆 +

2𝜇)∇2𝜃 = 𝜌
𝜕2𝑈⃗⃗⃗

𝜕𝑡2   или ∇2𝜃 =
1

𝜐Р
2

𝜕2𝑈⃗⃗⃗

𝜕𝑡2 , где 𝜈𝑝 =

√
(𝜆+2𝜇)

𝜚
 

Таким образом, для дилатации 𝜃 = 𝑑𝑖𝑣 𝑈⃗⃗⃗𝑃 

получили волновое уравнение. 

  

Выводы. 

В заключении отметим тот факт, что 

векторный анализ имеет огромное приложение. 

Теория поля представляет собой 

дифференциальное и интегральное исчисления 

функций векторного аргумента. Поэтому раздел 

математики называется векторным анализом. 

В физике результаты этой теории 

используются в электродинамике, гидродинамике 

и аэродинамике, термодинамике, механике 

деформируемого твёрдого тела, вибромеханике, 

механике плазмы, диффузионной механике 

смесей, теории относительности и т.д.. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Impact Factor: 

ISRA (India)        = 6.317 

ISI (Dubai, UAE) = 1.582 

GIF (Australia)    = 0.564 

JIF                        = 1.500 

SIS (USA)         = 0.912  

РИНЦ (Russia) = 3.939  

ESJI (KZ)          = 8.771 

SJIF (Morocco) = 7.184 

ICV (Poland)  = 6.630 

PIF (India)  = 1.940 

IBI (India)  = 4.260 

OAJI (USA)        = 0.350 
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