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ОБ ОПТИМИЗАЦИИ ПАРАМЕТРОВ УПРУГОГО БАЛКИ С ГАСИТЕЛЯМИ КОЛЕБАНИЙ ПРИ 

ПОПЕРЕЧНЫХ КОЛЕБАНИЯХ 

 

Аннотация: В данной работе исследована оптимизация параметров упругого балки и динамическими 

гасителями колебаний при поперечных колебаниях. Аналитически найдены решения стационарных 

колебаний рассматриваемой системы. В частности, анализируется изменение оптимальных параметров 

рассматриваемой системы в зависимости от отношения масс и изменения мест установок динамических 

гасителей колебаний. 

Ключевые слова: Балка, оператор Лапласа, изгибающий момент, динамический гаситель, колебаний. 

 

Введение 

Задачам гашения колебаний систем с 

распределенными параметрами с помощью 

динамических гасителей колебаний посвящены 

много научных статей. В работе [1] показана, что 

при присоединении к балке динамического 

гасителя колебаний появляется новая собственная 

частота системы, близкая к парциальной частоте 

гасителя, которая в зависимости от параметров 

системы может принимать значения меньшее, 

большее и равное парциальной частоте гасителя. 

В [2] проводятся экспериментальные 

исследования и сравнительный анализ колебаний 

балки с двумя динамическими гасителями 

колебаний, симметрично расположенные 

относительно концов балки. Дифференциальные 

уравнения движений нелинейных систем 

являются нелинейными и требуют для решения 
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применения соответствующих методов. В работах 

[3-4] рассмотрены задачи о нелинейных 

колебаниях балки с динамическим гасителем 

колебаний с учетом упругодемпфирующих 

свойств гистерезисного типа при гармонических 

воздействиях. Было получено решение системы в 

виде передаточных функций. Были изучены 

задачи динамики [5, 6] нелинейных колебаний, а 

также их устойчивость [7, 8]. Исходя из 

вышеуказанного следует, что исследование 

колебаний и гашения колебаний балок остаётся 

актуальной задачей современной науки. В статье 

рассматривается оптимизация параметров 

системы при стационарных колебаний балки с 

двумя динамическими гасителями колебаний 

(ДГК). 

Рассмотрим решение задачи о поперечных 

колебаниях балки с двумя параллельно 

установленными ДГК, с помощью метода 

разложения в ряд по формам колебаний. Этот 

метод более удобен для оптимизации параметров 

ДГК при различных видах колебаний балки с 

граничными условиями, когда требуется 

многократно вычислять АЧХ системы. 

Результаты вышеизложенных работ 

подтверждают, что при достаточно большом 

декременте колебаний материала 

упругодемпфирующего элемента ДГК 

нелинейность характеристики внутренней 

сопротивления материала балки незначительно 

влияет на колебания балки и определение 

оптимальных параметров ДГК. Балка длиной l, 

шириной b, высотой h, закреплен на 

вибрирующем основании, движение его задано 

вдоль оси Oz. В точках балки координатами х1, х2 

установлены ДГК. 

 

 
Рисунок 1. 

 

Дифференциальные уравнения балки и двух 

ДГК при кинематическом возбуждении, запишем 

в следующем виде: 

𝜕2М

𝜕х2
+ 𝜌𝐹

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
− 𝑐1𝛿1(𝑥 − 𝑥1)𝜁1 − 𝑐2𝛿2(𝑥 − 𝑥2)𝜁2

= −𝜌𝐹
𝜕2𝑤0

𝜕𝑡2
; 

𝑚1
𝜕2𝑤(𝑥1)

𝜕𝑡2 + 𝑚1
𝜕2𝜁1

𝜕𝑡2 + 𝑐1𝜁1 = −𝑚1
𝜕2𝑤0

𝜕𝑡2 ;                                

𝑚2
𝜕2𝑤(𝑥2)

𝜕𝑡2 + 𝑚2
𝜕2𝜁2

𝜕𝑡2 + 𝑐2𝜁2 = −𝑚2
𝜕2𝑤0

𝜕𝑡2 , 

где М-изгибающий момент; 𝜌, F-плотность 

материала и площадь поперечного сечения балки 

соответственно; w-функция прогиба балки; 
0

w -

перемещение основания; 𝑤(𝑥1), 𝑤(𝑥2) - 

перемещение точки балки, в которых установлены 

ДГК; с1, с2- коэффициенты жесткости 

упругодемпфирующих элементов ДГК; 𝑚1, 𝑚2-

массы ДГК; 𝜁1, 𝜁2-перемещения ДГК 

относительно балки; 𝛿1(х − х1), 𝛿2(х − х2) -

дельта-функции Дирака; х1, х2-координаты 

установки ДГК; 

Для решения данной системы 

воспользовалось методом разделения 

переменных: 

𝑤(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑢𝑖(𝑥)𝑞𝑖(𝑡)

∞

𝑖=1

.                                      

После некоторых вычислений система (1) 

приводится к виду 

𝑞̈𝑖 + 𝑝𝑖
2𝑞𝑖 − 𝜇1𝜇0𝑖𝑛1

2𝑢𝑖1𝜁1 − 𝜇2𝜇0𝑖𝑛2
2𝑢𝑖2𝜁2 = −𝑑𝑖𝑊0; 

𝑢𝑖1𝑞̈𝑖 + 𝜁1̈ + 𝑛1
2𝜁1 = −𝑊0;                   (1) 

𝑢𝑖2𝑞̈𝑖 + 𝜁2̈ + 𝑛2
2𝜁2 = −𝑊0: 

где 𝑝𝑖  – собственная частота балки; 𝜇1 =
𝑚1

𝑚𝑐
;  𝜇2 =

𝑚2

𝑚𝑐
; 𝜇0𝑖 =

1

𝑑2𝑖
;  𝑑𝑖 =

𝑑1𝑖

𝑑2𝑖
;  𝑑1𝑖 = ∫ 𝑢𝑖𝑑𝑥; 𝑑2𝑖 =

𝑙

0

∫ 𝑢𝑖
2𝑑𝑥

𝑙

0
; 𝑚𝑐 = 𝜌𝐹𝑙 – масса балки; 𝑚1, 𝑚2 – массы 

динамических гасителей колебаний; 𝑢𝑖(𝑥) – 

собственные формы колебаний балки; 𝑊0 – 

ускорение основания, 𝑢𝑖1 = 𝑢𝑖(𝑥1);  𝑢𝑖2 = 𝑢𝑖(𝑥2); 
𝑥1, 𝑥2- координаты установки ДГК; 𝑛1 =

√
𝑐1

𝑚1
,  𝑛2 = √

𝑐2

𝑚2
 ; 𝑐1, 𝑐2; 𝜁1 , 𝜁2– частоты колебаний; 

коэффициенты жесткости упругих элементов и 

относительные перемещения ДГК. 

Ускорение основания при гармонических 

колебаниях 

𝑊0 = 𝑤0 𝑐𝑜𝑠 𝜔 𝑡, 
где 𝑤0- амплитудное значение ускорения; 𝜔 – 

частота. 
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Решения системы ищем в виде 

𝑞𝑖 = 𝑎𝑖 cos(𝜔𝑡 + 𝛼𝑖) ; 
𝜁1 = 𝑏1 cos(𝜔𝑡 + 𝛽1) ;                    (2) 

𝜁2 = 𝑏2 cos(𝜔𝑡 + 𝛽2): 
Подставляя данные выражения в 

дифференциальные уравнения движения и 

предполагая коэффициенты медленно 

изменяющимся, мы получим следующие 

нормальные уравнения для рассматриваемой 

системы: 

𝑎̇𝑖 = (2𝜔)−1[𝑑𝑖𝑤0sinαi + 𝑙1𝑛1
2𝑏1𝑠𝑖𝑛𝜑1 + 𝑙2𝑛2

2𝑏2𝑠𝑖𝑛𝜑2]; 
𝛼̇𝑖 = (2𝑎𝑖𝜔)−1[𝑑𝑖𝑤0cosαi − 𝑎𝑖𝜔

2 − 𝑙1𝑛1
2𝑏1𝑐𝑜𝑠𝜑1

− 𝑙2𝑛2
2𝑏2𝑐𝑜𝑠𝜑2]; 

𝑏̇1 = (2𝜔)−1[(1 − 𝑑𝑖𝑢𝑖1)𝑤0sinβ1 − 𝑙2𝑛2
2𝑢𝑖1𝑏2𝑠𝑖𝑛𝜑3

− 𝑢𝑖1𝑝𝑖
2𝑎𝑖𝑠𝑖𝑛𝜑1]; 

𝛽̇1 = (2𝑏1𝜔)−1[(1 − 𝑑𝑖𝑢𝑖1)𝑤0cosβ1 + 𝑏1𝑛1
2𝑇6 − 𝑏1𝜔2 +

𝑙2𝑛2
2𝑢𝑖1𝑏2𝑐𝑜𝑠𝜑3 − 𝑢𝑖1𝑝𝑖

2𝑎𝑖𝑐𝑜𝑠𝜑1];            (4) 

𝑏̇2 = (2𝜔)−1[(1 − 𝑑𝑖𝑢𝑖2)𝑤0sinβ2 + 𝑙1𝑛1
2𝑢𝑖2𝑏1𝑠𝑖𝑛𝜑3

− 𝑢𝑖2𝑝𝑖
2𝑎𝑖𝑠𝑖𝑛𝜑2]; 

𝛽̇2 = (2𝑏2𝜔)−1[(1 − 𝑑𝑖𝑢𝑖2)𝑤0cosβ2 + 𝑏2𝑛2
2𝑇7 − 𝑏2𝜔2

+ 𝑙1𝑛1
2𝑢𝑖2𝑏1𝑐𝑜𝑠𝜑3 − 𝑢𝑖2𝑝𝑖

2𝑎𝑖𝑐𝑜𝑠𝜑2]; 
где 

𝜑1 = 𝛽1 − 𝛼𝑖; 𝜑2 = 𝛽2 − 𝛼𝑖; 𝜑3 = 𝛽2 − 𝛽1;  𝑙1 =
𝜇1𝜇0𝑖𝑢𝑖1;  𝑙2 = 𝜇2𝜇0𝑖𝑢𝑖2:

 
Из уравнений (4), положив вместо 

производных стоящих в левой части нули, 

получим искомые стационарные решения в 

следующем виде: 

|𝑞𝑖𝑘| = |𝑎𝑖| = |
𝑑𝑖𝜔4 − 𝐴1𝜔2 + 𝐴2

−𝜔6 + 𝐴3𝜔4 − 𝐴4𝜔2 + 𝐴5

| ; 

|𝜁1| = |𝑏1| = |
(1−𝑑𝑖𝑢𝑖1)𝜔4−𝐴6𝜔2+𝐴7

−𝜔6+𝐴3𝜔4−𝐴4𝜔2+𝐴5
| ;                (5) 

|𝜁2| = |𝑏2| = |
(1 − 𝑑𝑖𝑢𝑖2)𝜔4 − 𝐴8𝜔2 + 𝐴9

−𝜔6 + 𝐴3𝜔4 − 𝐴4𝜔2 + 𝐴5

| ; 

где  𝑛1 = √
𝑐1

𝑚1
,  𝑛2 = √

𝑐2

𝑚2
 собственная форма 

колебаний 𝑢𝑖(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛
𝑖𝜋

𝑙
𝑥, При этом в частном 

случае для  находим; 𝑢𝑖1 = 0.8660254037; 𝑢𝑖2 =
0.8660254035 

𝜇0 =
𝑙

𝑑2𝑖
= 2;, а также коэффициенты 

𝐴1 = (𝑛1
2𝑇1 + 𝑛2

2𝑇2); 𝐴2 = 𝑛1
2𝑛2

2𝑇3;  
𝐴3 = (𝑛1

2𝑇6 + 𝑛2
2𝑇7 + 𝑝𝑖

2);     
𝐴4 = (𝑛1

2𝑝𝑖
2 + 𝑛2

2𝑝𝑖
2 + 𝑛1

2𝑛2
2𝑇8); 

𝐴5 = 𝑛1
2𝑛2

2𝑝𝑖
2;  𝐴6 = 𝑝𝑖

2 + 𝑛2
2𝑇4;   

𝐴7 = 𝑝𝑖
2𝑛2

2; 𝐴8 = 𝑝𝑖
2 + 𝑛1

2𝑇5; 𝐴9 = 𝑝𝑖
2𝑛1

2; 
𝑇1 = 𝑑𝑖 + 𝜇0𝑖𝜇1𝑢𝑖1;  𝑇2 = 𝑑𝑖 + 𝜇0𝑖𝜇2𝑢𝑖2;  

𝑇3 = 𝑑𝑖 + 𝜇0𝑖(𝜇1𝑢𝑖1 + 𝜇2𝑢𝑖2); 
𝑇4 = 1 + 𝜇0𝑖𝜇2𝑢𝑖2(𝑢𝑖2 − 𝑢𝑖1) − 𝑢𝑖1𝑑𝑖;  

𝑇5 = 1 + 𝜇0𝑖𝜇1𝑢𝑖1(𝑢𝑖1 − 𝑢𝑖2) − 𝑢𝑖2𝑑𝑖; 
𝑇6 = 1 + 𝜇0𝑖𝜇1𝑢𝑖1

2 ; 𝑇7 = 1 + 𝜇0𝑖𝜇2𝑢𝑖2
2 ;   

𝑇8 = 1 + 𝜇0𝑖(𝜇1𝑢𝑖1
2 + 𝜇2𝑢𝑖2

2 ); 
Результаты численных исследований. 

Численный анализ проводится для первой 

собственной формы в двух отдельных случаев: 1) 

сначала проводим численный анализ с 

изменением отношений масс 𝜇1 и 𝜇2, отношений 

масс динамических гасителей колебаний к массе 

балки; 2) из полученных отношений построим 

графики амплитудно-частотных характеристик 

системы и находим примерные места установок 

динамического гасителя колебаний. 

 

 
Рис.2. АЧХ при изменении отношении масс 0,04; 0,06; 0,08; 0,1 (синяя соответствует 0,06). 

 

 
Рис.3. АЧХ при изменении отношении масс 0,06 и места установки ДГК  l/3, 2l/3 (красная), l/4,3l/4 

(синяя), l/5,4l/5 (желтая), l/6,5l/6 (зеленая) 
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При первом случае исследования построены 

амплитудно-частотные характеристики для 

отношения масс гасителей к массе балки от 0,04 

до 0,1. В этом случае примерным числом 

отношения масс для рассматриваемой системы 

можно взять 0,06.  

Далее для найденного значения отношения 

масс построены амплитудно-частотные 

характеристики системы. Более оптимальными 

местами установки динамических гасителей 

можно взять l/3, 2l/3. 

 

Заключение.  

Рассмотрена задача оптимизации 

поперечных колебаний балки с двумя параллельно 

установленными динамическими гасителями 

колебаний с упругими элементами при 

гармонических колебаниях основания. Найдены 

амплитудно-частотные характеристики, 

соответствующие стационарным колебаниям. 

Проведены анализы колебаний системы с 

изменением мест установок ДГК и измениением 

отношений масс ДГК к массе балки. 
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