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МНОГОКОМПОНЕНТНЫЕ ОБОБЩЕНИЯ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ МА 

 

Аннотация: Интегрируемые обобщения уравнений Ландау-Лифщица  были построены как  σ - модели 

солитонных уравнений. Для построения такой модели уравнений обычно пользуются идеями калибровочной 

эквивалентности. В данной работе используя эту методологию, построены  многокомпонентные 

обобщения системы уравнений Ма. 

Ключевые слова: интегрируемые обобщения, калибровочная эквивалентность, сигма модели, нулевая 

кривизна, переопределенная система, представление Лакса, интегралы движения, солитонные решения 

 

Введение 

В теории солитонов важную роль играет 

понятие 𝜎 - модели связанные с нелинейными 

дифференциальными уравнениями [3,5]. Они 

полезны как при классификации уравнений, так и 

при самостоятельном ее применении для описания 

физических процессов. Ряд интегрируемые 

обобщения уравнений ЛЛ были построены как  𝜎 

- модели солитонных уравнений [1,2]. Для 

построения 𝜎 - модели уравнений обычно 

пользуются идеями калибровочной 

эквивалентности.  

Рассмотрим систему нелинейных уравнений 

Ма [4]:  

 

iφt + 2 φxx − 2 uφ = 0,              (1а) 

𝑢𝑡 + (|𝜑|
2
)
𝑥
= 0,                        (16) 

известная как уравнения резонансного 

взаимодействия короткой и длинной волн. Она 

интегрируется с помощью МОЗР, посредством 

линейной переопределенной системы 

 
𝛹𝑥 =  𝑈(𝑥, 𝑡, 𝜆) 𝛹

𝛹𝑡 =  𝑉(𝑥, 𝑡, 𝜆) 𝛹
                  (2) 

 

где 𝑈 = 𝑖𝜆𝐶1 + C0,      𝑉 = 2𝑖𝜆
2𝐶1

2 + 𝜆𝐷1 +
𝐷0,    3 × 3– матрицы. 

𝐶0 ,  𝐶1 , 𝐷0 ,  𝐷1 - соответственно имеют вид: 

         𝐶0 = (
0 𝜑̅/2 𝑖𝜑

0 0 𝜑/2

−𝑖 0 0

),  
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          𝐶1 = (
1 0 0

0 0 0

0 0 −1

), 

𝐷0 = (
0 −𝑖𝜑̅

𝑥
−𝑖|𝜑|2/2

−𝜑 0 𝑖𝜑
𝑥

0 −𝜑̅ 0

) , 

           𝐷1 = (
0 𝜑̅ 0

0 0 −𝜑

0 0 0

). 

 

Основная часть 

Пусть  

𝜑𝑁 = (𝜑1
∗, 𝜑2

∗ , . . . , 𝜑𝑁
∗ )∗,     

где ∗ - означает для матрицы операцию 

эрмитового сопряжения, O𝑁 - матрица состоящая 

из нулей, размерностью 𝑁 ×𝑁. 

Положим 

𝑈 =  𝑖𝜆С1
𝑁  + 𝐶0

𝑁 ,                               (3а) 

𝑉 =  2𝑖𝜆2(𝐶1
𝑁)2 + 𝜆𝐷1

𝑁 + 𝐷0
𝑁 ,      (3б) 

где 

𝐶0
𝑁
=

(

 
 

0 𝜑
1

∗
/2 ⋯ 𝜑

𝑁

∗
/2 𝑖𝑢

0 0 0  0   𝜑
1
/2

⋯

0

−𝑖

⋯

0

0

⋯

0

0

⋯

0

0

⋯

𝜑
𝑁
/2

0 )

 
 

, 

С1
𝑁

=(

1 0 ⋯ 0 0
0

⋯

0

0 ⋯ 0

⋯ ⋯ ⋯

0 ⋯ 0

0

⋯

0
0 0 ⋯ 0 −1

) 

 

𝐷0 =

(

 
 

0 −𝑖𝜑
1𝑥

∗
⋯ −𝑖𝜑

𝑁𝑥

∗
𝜑
∗
𝜑/2

 −𝜑
1

⋯

−𝜑
𝑁

0

⋯

0

⋯

⋯

⋯

0

⋯

0

  𝑖𝜑
1

⋯

  𝑖𝜑
𝑁

−𝑖 0 ⋯ 0 0 )

 
 

,   

𝐷1 =

(

 
 

0 𝜑
1

∗ ⋯ 𝜑
𝑁

∗
0

0 0 ⋯  0 −𝜑
1

⋯

0

0

⋯

0

0

⋯

⋯

⋯

⋯

0

0

−

⋯

𝜑
𝑁

0 )

 
 

 

𝜑
𝑁
∗

𝜑
𝑁
=∑  𝜑

𝑘

𝑁

𝑘=1

𝜑
𝑘

∗
. 

 

Уравнение нульевой кривизны для матриц (3) 

приведет к следующей системе, являющейся  N - 

компонентным обобщением системы (1):  

 

𝑖𝜑𝑡
𝑁 + 2𝜑𝑥𝑥

𝑁 − 2𝑢𝝋𝑵  = 0,         (1’а) 

𝑢𝑡 +  (𝜑
𝑁
∗

𝜑
𝑁
)
х
 =  0,         (1’а) 

 

гдe  𝜑
𝑁

 - вектор столбец,  u - искомые функции. 

 

 

Модель калибровочно эквивалентной к 

системе Ма 

 

Рассмотрим решение переопределенной 

системы (2)  
 

ψ
𝑵
(𝒙, 𝒕, 𝝀) = 𝒈(𝒙, 𝒕)𝑮(𝒙, 𝒕, 𝝀), 

где  
𝒈(𝒙, 𝒕) - решение этой же системы при  𝜆 =  0,   
т.е. 

𝒈
𝒙
= 𝑪𝟎

𝑵
𝒈,           𝒈

𝒕
=  𝑫𝟎

𝑵
𝒈. 

 
При этом матрица  𝑮(𝒙, 𝒕, 𝝀)  является 

решением системы 

𝐺𝑥(𝑥, 𝑡, 𝜆)  = 𝑈
ˊ𝐺(𝑥, 𝑡, 𝜆),       (4a) 

𝐺𝑡(𝑥 , 𝑡, 𝜆)  =  𝑉
ˊ𝐺(𝑥, 𝑡, 𝜆),      (4б) 

где 

𝑈ˊ  =  −𝑔−1𝑔𝑥 + 𝑔
−𝑈𝑔 =  𝑖𝜆𝑔−1𝐶1

𝑁
𝑔,    

(5a) 

𝑉ˊ = −𝑔−1𝑔𝑡 + 𝑔
−1𝑉𝑔 = 𝜆𝑔−1𝐷1

𝑁𝑔 + 

+2𝑖𝜆2𝑔−1 (𝐶1
𝑁)2𝑔.      (56) 

Введем матрицу 

𝑅 =  𝑔−1𝐶1
𝑁𝑔, 

 

тогда нетрудно заметить, что 

𝑔
−1
(𝐶1
𝑁
)
2
𝑔 =  𝑅

2
, 

причем  

𝑅3  =  𝑅.                           (6) 

Выразим выражение   𝑔−1𝐷1
𝑁𝑔    через   𝑅: 

𝑅𝑥 = 𝑔
−1[𝐶1

𝑁
, 𝐶0

𝑁]𝑔, 
 

𝟐 { [𝑪𝟏
𝑵, 𝑪𝟎

𝑵], 𝑪𝟏
𝑵} =  𝑫𝟏

𝑵,  
тогда,   

𝑔−1𝑫𝟏
𝑵
𝒈 = 𝟐 {[𝑪𝟏

𝑵, 𝑪𝟎
𝑵
] , 𝑪𝟏

𝑵
}𝒈 = 2(𝑅𝑅𝑥 + 𝑅𝑥𝑅). 

 

Условия совместимости линейной системы 

(4): 

𝑈
ˊ
𝑡 − 𝑉

ˊ
𝑥  + [𝑈

ˊ
, 𝑉

ˊ
]  =  0 

 

приведет к следующему выражению 

𝑖(𝑔−1𝑪𝟏
𝑵
𝑔𝑡) − 2 (𝑔

−1(𝑪𝟏
𝑵
)2𝑔𝑥𝑥) = 0, 
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или в терминах матрицы R, имеем 

𝑖𝑅𝑡 = 2(𝑅
2)𝑥𝑥              (7) 

Это и есть искомая 𝜎 - модель системы (1'). 

Уравнение (7) с учетом условия (6) интегрируется 

посредством МОЗР при помощи линейной 

системы (4). Представление Лакса для него имеет 

вид  

𝑈ˊ  =  −𝑔−1𝑔𝑥 + 𝑔
−𝑈𝑔 =  𝑖𝜆𝑔−1𝐶1

𝑁
𝑔, 

 𝑉ˊ = −2𝑖𝜆2𝑅2  +  2𝜆 (𝑅2)𝑥 

Оно, как интегрируемое уравнение обладает 

бесконечным множеством интегралов движения,  

N - солитонными решениями и т.д. 
Система уравнений Ма (1') обладает 

следующими первыми интегралами движения, 

соответствующие нулевым граничным условиям 

на х =  ±∞: 

𝐽
1
= ∫(𝜑𝑁

∗

𝜑
𝑁
) 𝑑𝑥,

∞

−∞

𝐽
2
 = ∫ 𝑢(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥.

∞

−∞

 

Выразим плотности этих интегралов 

движения в терминах R. Из вышеустановленных 

соотношении имеем 

𝑅𝑥 = 𝑔
−1 (

0 𝜑𝑁
∗
/2 2𝑖𝑢

0 0𝑁 𝜑𝑁/2
2𝑖 0 0

)𝑔,   

𝑅𝑥
2 = 𝑔−1 (

−4𝑢 0 𝜑𝑁
∗
𝜑𝑁/4

𝑖𝜑𝑁 0𝑁 0

0 𝑖𝜑𝑁
∗

−4𝑢

)𝑔 

откуда получаем, что 

𝑑𝑒𝑡(𝑅𝑥) =  
𝑖

2
𝜑𝑁

∗
𝜑𝑁, 

𝑡𝑟(𝑅𝑥)
2  =  −8𝑢.             (8) 

Так как правые части равенств (8) являются 

плотностями интегралов движения, то левая часть 

также является плотностями интегралов движения 

в терминах элементов матрицы R (3а). Таким 

образом, первые два интеграла сохранения для 

уравнения (7) имеет вид 
 

𝐉
𝟏

𝐑
=  ∫(𝑑𝑒𝑡 𝑅𝑥)𝑑𝑥,     𝐉𝟐

𝐑

∞

−∞

 =  ∫ 𝑡𝑟(𝐑𝐱)𝑑𝑥.

∞

−∞
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