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ОПТИМАЛЬНАЯ КВАДРАТУРНАЯ ФОРМУЛА ДЛЯ ПРИБЛИЖЕННОГО ВЫЧИСЛЕНИЯ 

ИНТЕГРАЛОВ ОТ СИЛЬНО ОСЦИЛЛИРУЮЩИХ ФУНКЦИЙ В ПРОСТРАНСТВЕ K2 (Pm) 

 

Аннотация: Известно, что в математике операции встречаются парами. Включая сложение и 

вычитание, умножение и деление, возведение в степень и извлечение корня и т. д. Возникает естественный 

вопрос, существует ли обратная операция нахождения производной функции или операция 

дифференцирования. 

Ключевые слова: математические операции, извлечение корня, квадратурная формула, вычисления 

интегралов. 

 

Введение 

Термин квадратура восходит к 

древнегреческой цивилизации. А именно, 

античными математиками был поставлен вопрос о 

квадратуре круга (т.е. вопрос о возможности 

построения с помощью линейки и циркуля 

квадрата, равновеликого кругу по площади). А 

вычисление площадей, как известно, равносильно 

интегрированию подходящих функций. 

Простейшие квадратурные формулы для 

вычисления интегралов создавались и 

использовались уже во времена Ньютона и 

Лейбница, формула Ньютона, изложенная в его 

письме Лейбницу (1676) и опубликованная 

Котесом. Прием, лежащий в основе всех 

классических квадратурных формул, состоит в 

замене подинтегральной функции некоторым ее 

приближением (например, интерполяционным 

полиномом или сплайном). 

Говорят, что квадратура точна на 

алгебраических полиномах степени m (точна на 

Pm), если I(f) = Sn(f) (Rn(f) = 0) для всех f ∈ Pm. 

Алгебраической степенью точностью 

квадратурной формулы называется максимальная 

степень многочленов, на которых она точна. 

Важным свойством квадратурных формул 

является их устойчивость по отношению к 

ошибкам вычисления подынтегральной функции. 

В практических вычислениях значений функции 

неизбежно возникают ошибки. В результате, 

вместо f(xk) получаем значения fe(xk) = f(xk) + εk, и, 
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соответственно, вместо Sn(f) значение Sen(f) = Sn(f) 

+ ∑ni =1 ωiεi . 

Найти начало координат данной функции 

гораздо сложнее, чем дифференцировать данную 

функцию. В дифференциальном исчислении мы 

научились находить производную основных 

элементарных функций, сложения, умножения, 

деления и комплексных функций. Эти правила 

позволяли находить производную любой 

элементарной функции. При интегрировании 

элементарных функций нет общих правил, как при 

дифференцировании. Например, несмотря на то, 

что известны начала двух элементарных функций, 

не существует четкого правила нахождения 

начала их умножения и деления. 

При интегрировании необходимо 

использовать отдельные подходящие для этого 

методы в зависимости от конкретного 

представления выражения под интегралом. 

Иными словами, в интеграции необходимо 

мыслить гораздо шире. Интегрирование функции, 

т.е. методы нахождения исходной функции, 

показывают ряд таких методов, с помощью 

которых цель достигается в большинстве случаев. 

Чтобы достичь цели в интегрировании, 

необходимо запомнить следующую таблицу 

основных интегралов: 

 

 
Классические модели приближенного 

вычисления определенного интеграла основаны 

на построении интегральных сумм [1. c 63]. Эти 

суммы должны быть как можно короче, но 

вызывать достаточно небольшие ошибки в 

расчетах. Зачем? С момента появления серьезных 

и хороших компьютеров острота проблемы 

сокращения количества вычислительных 

операций с некоторого времени возвращается. 

Конечно, их не следует сбрасывать со счетов 

сразу, но существует явный компромисс между 

простотой алгоритма (где много вычислительных 

операций) и, точнее, сложностью. 

Рассмотрим задачу вычисления 

определенных интегралов методом Монте-Карло. 

Программа стала возможной после появления 

первых компьютеров, поэтому ее отцами 

считаются американцы Нейман и Улам (отсюда и 

броское название, ведь в то время лучшим 

генератором случайных чисел была игровая 

рулетка).  

Многие вопросы науки и техники сводятся к 

интегральным и дифференциальным уравнениям 

или их системам. Во многих случаях для решения 

таких уравнений необходимо вычислить точный 

интеграл. Но только очень немногие формы 

интегралов могут быть вычислены точно [2. c 48]. 

Разработка методов приближенного вычисления 

таких интегралов с высокой точностью является 

одной из актуальных задач вычислительной 

математики. Универсальным методом 

приближенного вычисления интегралов является 

использование квадратурных и кубатурных 

формул. 

Если в определенных и неопределенных 

интегралах найти начальную функцию 

затруднительно или исходная функция не 

выражается элементарными функциями, то для 

вычисления таких интегралов используют ряды. 

Основная идея вычисления интегралов с 

помощью степенных рядов состоит в том, что 

функция под интегралом заменяется 

соответствующим степенным рядом. 
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При замене функции под интегралом 

градуированным рядом необходимо обращать 

внимание на требуемую точность. Основываясь на 

опыте, можно сказать, что во многих случаях для 

достижения точности достаточно взять первые 

четыре члена разложения 0,001. Но чем больше 

членов мы возьмем при разложении в ряд, тем 

выше будет точность [4. c 122]. 

После того, как мы заменили функцию под 

интегралом на соответствующий градуированный 

ряд, следующим шагом будет упрощение членов 

сформированного ряда. Цель упрощения - 

избежать ошибок и тонких вычислений на 

следующем шаге, то есть при вычислении точный 

интеграл. 

Более сложные задачи, связанные с расчетом 

поверхности, решаются на основе свойства 

аддитивности поверхности. В этом случае плоская 

форма разбивается на непересекающиеся части, и 

по свойству 40 определенного интеграла 

поверхность плоской формы равна сумме 

поверхностей частей. 

Известно, что понятие функции является 

одним из основных понятий математического 

анализа. Соответственно, при изучении (проверке) 

функций, если предположить, что их 

классификация осуществляется по важным 

свойствам функций, эта работа позволяет глубже 

изучить функции и, более того, в ряде случаев 

сокращает время, затрачиваемое на проверку 

функции [5. c 77]. Эту ситуацию мы можем 

наблюдать в классе четных и нечетных функций, 

которые образуют важный класс функций. 

Важным условием для функций, входящих в этот 

класс, является, во-первых, симметричность 

области определения функции относительно 

начала координат, а вторым условием является 

связь между значениями функции при 

симметричные точки, полученные из области 

определения. Теперь вспомним «геометрические» 

и «аналитические» определения четных и 

нечетных функций. 

Основная цель выделения четного и 

нечетного класса функций состоит в том, чтобы 

при проверке функций, входящих в этот класс, 

было достаточно исследовать их не во всех точках 

области обнаружения, а, например, в части, 

состоящей из положительных чисел. Свойства 

функции в остальных точках легко определить, 

используя свойства изучаемой части на основе 

геометрического определения четных и нечетных 

функций. 

Задача построения оптимальных 

квадратурных формул для приближенного 

вычисления определенных интегралов является 

одным из важних задач вычислительной 

математики. Эта задача исследована многими 

математиками и имеются несколько методов 

построения оптимальных квадратурных формул. 

Один из таких методов является метод 

предложенный С.Л. Соболевым, который 

основывается на построения дискретного аналога 

некоторого дифференциального оператора. 
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