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MOVEMENT OF AN INDENTOR WITH A CONICAL HEAD IN A 

PRESSURE-PLASTIC INCOMPRESSIBLE MEDIUM 

 

Abstract: An analytical formula for determining the maximum penetration depth of an indenter with a conical 

head of the final solution, possessing initial velocity, into an incompressible elastic-plastic medium is presented. The 

obtained result is compared with the numerical solution known from the literature and experimental data. 
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ДВИЖЕНИЕ ИНДЕНТОРА С КОНИЧЕСКОЙ ГОЛОВНОЙ ЧАСТЬЮ В 

УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЙ НЕСЖИМАЕМОЙ СРЕДЕ 

 

Аннотация: Приведена аналитическая формула для определения максимальной глубины проникновения 

индентора с конической головной частью конечного раствора, обладающего начальной скоростью, в 

несжимаемую упругопластическую среду. Полученный результат сопоставлен с численным решением, 

известным из литературы, и с экспериментальными данными. 

Ключевые слова: Индентор, конус, несжимаемая упругопластическая среда, траектории частиц, 

коэффициенты Ламе, уравнение движения, закон Гука, условие пластичности Треска, давление на 

поверхности конуса, формула максимальной глубины. 

 

Введение 

Движение абсолютно твёрдого тела в 

деформируемой среде представляет собой 

сложный процесс, исследование которого 

является актуальной задачей механики сплошных 

сред. Развитие информационных технологий, в 

частности вычислительной техники, значительно 

расширяет возможности применения численных 

методов решения при анализе подобных 

процессов. Наряду с этим, особое значение 

приобретает построение аналитических формул, 

описывающих движение тела на основе 

определённых допущений, что обеспечивает их 

практическое использование. 
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В настоящей работе принимаются гипотезы о 

несжимаемости деформируемой среды и о 

заданости траекторий движения её частиц. В 

литературе широко применяется гипотеза 

«плоских сечений», согласно которой частица, 

изначально лежащая в плоскости, после 

деформации остаётся в той же плоскости. При 

исследовании движения индентора с конической 

головной частью конечного раствора, 

используется допущение, что частицы среды 

перемещаются по коническим поверхностям, 

перпендикулярным поверхности конуса [1-3]. 

Деформация несжимаемой среды реализуется 

посредством сдвига [4,5]. 

Поскольку траектории движения частиц 

среды представляют собой совокупность 

конических поверхностей, вводится 

ортогональная криволинейная система координат 
(𝐻0, ℎ𝑜.𝜑) [6]. В данной системе параметры 𝐻0  и 

 ℎ𝑜.
 
определяют мгновенные координаты вершины 

движущегося конуса и соответствующих 

траекторий частиц. Для используемой 

координатной системы параметры Ламе 

принимают следующие значения: 

 
Здесь  - угол полураствора конуса. 

С учётом параметров Ламе в криволинейной 

системе координат уравнение движения частиц 

среды принимает следующий вид: 

 
где  - напряжение,  - плотность,  - 

скорость частицы. 

Поскольку частицы движутся вдоль 

поверхности , условие несжимаемости 

среды записывается в следующем виде: 

 
Решение данного уравнения определяется 

выражением , где  - 

функция, подлежащая определению.  

С учётом выражения, определяющего 

скорость, уравнение движения принимает 

следующий вид: 

 
Данное уравнение применимо как в упругой, 

так и в пластической областях среды.  

Закон Гука в упругой области с учётом 

условия несжимаемости выражается формулой: 

 
где  - модуль сдвига,  - гидростатическое 

давление. 

С учётом того, что на границе между упругой 

и пластической областями  выполняется 

условие пластичности Треска [7,8]  

 ( — предел текучести при 

сдвиге), закон Гука может быть выражен 

следующим образом: 

 
Теперь, проинтегрировав уравнение 

движения в пластической области с учётом 

условия Треска, определим напряжение : 

 
Здесь индекс  указывает, что напряжение 

относится к пластической области. Используя 

условие непрерывности напряжения  на 

границе упругой и пластической областей, 

определим , после чего напряжение  в 

пластической области выражается следующим 

образом: 

 
Учитывая, что на границе между упругой и 

пластической областями упругая деформация 

сдвига принимает конечное значение , 

координата , определяющая эту границу, 

выражается через координату поверхности конуса 

 следующим образом: 

 
Давление на поверхности конуса 

вычисляется по следующей формуле: 

 
Здесь использовано равенство 

, вытекающее из условия 

непрерывности скорости  на поверхности 

конуса[9]. 

Полная сила сопротивления, оказываемая 

средой на коническую часть движущегося 

индентора, выражается через следующий 

интеграл (где  - радиус основания конуса) 

 
После вычисления интеграла уравнение 

движения индентора может быть приведено к 

следующему виду:  
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Здесь  - соответственно масса, 

скорость и ускорение индентора. 

Путём введения обозначения  

в дифференциальном уравнении второго порядка 

получаем дифференциальное уравнение первого 

порядка:  

 
Решение дифференциального уравнения 

первого порядка, удовлетворяющее условию 

, определяется следующим 

выражением: 

 
Максимальная глубина проникания  

индентора, приведённого в движение с начальной 

скоростью в упругопластическую среду 

определяется из условия : 

 
Здесь используется допущение, что 

начальная скорость индентора, обладающего 

высокой скоростью, практически не изменяется до 

полного погружения в среду (то есть до тех пор, 

пока основание конуса не сравняется со свободной 

поверхностью среды). 

Результат, полученный с использованием 

аналитической формулы для определения 

максимальной глубины проникновения 

индентора, сравнивается с результатами 

численного метода решения, известного из 

литературы [10], и экспериментальными данными 

[11]. 

Конический индентор соударяется с 

преградой из технически чистого железа при 

начальной скорости 840 м/с. Масса индентора 

составляла 11 г, диаметр основания конуса 

. Плотность технически чистого 

железа , динамический предел 

текучести - , модуль сдвига - 

. 

При решении задачи методом численного 

моделирования [11] было установлено, что 

движущийся индентор останавливается на 

максимальной глубине 3,35 см.  

В эксперименте [12] получен результат 3,20 

см. При расчёте глубины  по предложенной 

аналитической формуле получено значение 3,144 

см. 

Таким образом, сопоставление полученных 

результатов демонстрирует, что предлагаемая 

аналитическая формула может быть эффективно 

применена для практического расчёта 

максимальной глубины проникания. 
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