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НЕСТАЦИОНАРНЫЕ КОЛЕБАНИЯ УПРУГОГО ПРОСТРАНСТВА С ТОЛСТОСТЕННОЙ 

СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКОЙ 

 

Аннотация: В работе рассматривается задача о нестационарных колебаниях упругого пространства 

с толстостенной сферической оболочкой, ограниченной внутренней и внешней концентричными 

сферическими поверхностями. Для коэффициентов рядов получены точные выражения в изображениях 

Лапласа, оригиналы которых построены с помощью теории вычетов. Анализ численных результатов 

показывает, что отраженные от граничных поверхностей волны оказывают влияние на напряженно-

деформированное состояние оболочки и окружающей среды. 

Ключевые слова: нестационарное колебание, пространство, упругая среда, толстостенная оболочка, 

смещение, напряжение. 

 

1. Введение 

Математическое моделирование и 

исследование нестационарных волновых 

процессов в сплошных средах является одной из 

сложных, но и актуальных проблем волновой 

динамики. Актуальность проблем волновой 

динамики определяется созданием новых 

конструкций, работающих под воздействием 

динамических сил в различных областях техники, 

а также практическими задачами, возникающими 

в геофизике, сейсмологии, горном деле, 

гражданском и промышленном строительстве. 

В настоящее время существует большое 

количество научных работ, посвященных 

изучению распространения и дифракции волн в 

сплошных средах. Например, в работе [1] была 

изучена трехмерная методология моделирования 

процессов ударных волн в жидкостях и твердых 

телах, а также моделирования взаимодействия 

жидкостей и конструкций. В работе [2] 

рассматривается проблема анализа переходной 

эластодинамики толстостенной сферической 

оболочки, заполненной жидкостью и 

погруженной в упругую среду, с использованием 

аналитического подхода. Рассматриваются 

различные определяющие соотношения для 

упругой среды, материала оболочки и 

заполняющей жидкости, а также различные 

источники возбуждения. В [3] аналитически 

решены задачи рассеяния и дифракции 

цилиндрической поперечной сдвиговой волны в 

вязкоупругой изотропной среде сферической 

неоднородностью. Волны генерируются 

гармоническими продольными колебаниями 

стенок цилиндра. Сферическое включение 

расположено в радиальном центре цилиндра и 

отличается от цилиндрического материала только 

комплексным модулем сдвига. Приведены 

численные примеры, демонстрирующие влияние 

изменений жесткости включения на поля 

смещений. 

В [4] рассматриваются комбинированные 

сейсмические колебания протяженных подземных 

сооружений (трубопроводов и тоннелей) и грунта 

в случае одномерной деформации среды. 

Преобладает деформация грунта в направлении 

распространения сейсмической волны, 

совпадающем с осью трубопровода. В работе 

представлены формулировки и решения 

параболических задач, моделирующих 

физические явления в грунтах с разрывами 

скорости на границе в начальный момент времени. 

Для физически линейной среды получены новые 

автомодельные решения, описывающие процесс 

нестационарного осесимметричного сдвига в 

сферических координатах. Выявлены параметры, 

влияющие на разрушение трубопровода, и 

указаны методы повышения сейсмостойкости 

таких сооружений.  

В работе [5] исследовано распространение 

нестационарных поперечных сдвиговых волн от 

сферической полости в упругом 

полупространстве. Получены формулы для 

компонент вектора смещения и тензора 

напряжений.  В [6] исследованы стационарные 

колебания подземного трубопровода, вызванные 

горизонтальным падением плоской сейсмической 

волны. Показано, что косая волна может быть 

выражена в виде нескольких продольных и 

поперечных волн, распространяющихся вдоль 

трубопровода на высоких скоростях. В [7] 

исследовано распространение нестационарных 

продольных волн от сферической полости, 

подкрепленной тонкой сферической оболочкой в 

упруго-пористом пространстве, насыщенном 

жидкостью. Получено аналитическое решение 

задачи в пространстве изображений 

преобразования Лапласа. Численные результаты 

представлены в виде графиков. 

В публикации [8] был разработан метод 

решения краевой задачи для эллиптических 

пограничных слоев, возникающих во 

вращающихся тонких оболочках при ударах 

нормального типа о поверхности. В статье метод 

решения уравнений эллиптического пограничного 

слоя основан на использовании асимптотической 

формы экспоненциальной формы решения 

Лапласа, а численные результаты для 

нормального напряжения получены на основе 

аналитических решений, полученных для случая 

сферической оболочки. 

В статье [9] представлен единый 

математический подход к описанию 

динамического напряженно-деформированного 
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состояния механических конструкций из 

гетерогенных материалов с двойной связанной 

системой пористых каналов, заполненных 

жидкостью. Получены новые динамические 

уравнения, описывающие колебания пороупругих 

систем на основе разработанной модели сплошной 

среды с дополнительными степенями свободы в 

виде различных давлений компонентов, 

составляющих жидкую фазу материала. В статье 

[10] рассмотрена осесимметричная задача 

распространения нестационарных волн из 

сферической полости в слое идеальных 

жидкостей, ограниченном плоскостями. Задача 

сведена к решению бесконечного матричного 

уравнения в пространстве Лапласа. Численные 

результаты представлены в виде графиков 

изменения давления вблизи сферической полости.  

Статья [11] посвящена задаче 

распространения кососимметричных поперечных 

сдвиговых волн в упругом пространстве от 

толстостенной сферической оболочки. Для 

построения решения задачи применено 

интегральное преобразование Лапласа по 

безразмерному времени. Получены формулы для 

компонент вектора смещения и тензора 

напряжений в пространстве изображений. 

Переход к оригиналам осуществлен с 

использованием теории вычетов. Проведены 

численные эксперименты. В статье [12] 

рассматривается задача распространения 

кососимметричных поперечных волн в 

изотропном сферическом слое. Использован 

метод интегрального преобразования Лапласа и 

неполного разделения переменных по 

безразмерному времени. Получены формулы для 

компонент вектора смещения и тензора 

напряжений. Результаты численных 

экспериментов представлены в виде графиков. 

В работе [13] исследуется течение 

несжимаемой вязкой жидкости мимо 

неоднородной пористой сферической оболочки, 

содержащей концентрическую непроницаемую 

сферу. Течение вне пористой сферической 

оболочки определяется уравнением Стокса, а 

течение внутри сферической оболочки — 

уравнением Бринкмана. Получено точное 

решение задачи. Определены такие величины, как 

линии тока, скорость, давление и сопротивление 

на поверхности сферической оболочки. 

Данная статья посвящена изучению задачи о 

нестационарных колебаниях толстостенной 

сферической оболочки в неограниченном 

изотропном пространстве. Цель и задача работы – 

построение алгоритма решения задачи и анализ 

нестационарных волновых процессов в оболочке 

и окружающей среде на основе численных 

экспериментов. 

 

2. Постановка задачи. 

Пусть в неограниченном упругом 

пространстве расположена толстостенная 

сферическая оболочка, ограниченная внутренним 

(
1r r= ) и внешним (

2r r= ) концентричными 

сферическими поверхностями. Движения упругой 

среды и оболочки рассматривается в сферической 

системе координат ( , ,r   ), начальная точка 

которой находится в центре оболочки (Рис. 1). 

В начальный момент 0 =  времени к 

внутренней поверхности сферической оболочки 

приложена осесимметричная поверхностная 

нормальная нагрузка 
1( , )p   . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рисунок 1. Геометрия задачи. 

 

С учётом осевой симметрии задачи движение 

упругой среды и оболочки относительно 

скалярных потенциалов 
   смещений 

описываются волновыми уравнениями 

2

    =  , ( 0,1 = ), (1) 

где   - оператор Лапласа в сферической системе 

координат ( , ,r   ). 
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Граничное условие на внутренней 

поверхности оболочки имеет следующий вид: 

( )
1

( )

1 ,rr
r r

p

=
 =      (2) 

Условия контакта окружающей среды со 

сферической оболочкой имеют следующий вид 

2 2

(1) (0)

rr rrr r r r= =
 =  , 

2 2
1 0r r r r

w w
= =

=  (3) 

Начальные условия – однородные: 

0 0
0 = =

 =  = .   (4) 

На бесконечности затухает волна: 

0lim 0
r→

 = .    (5) 

В этом случае функции 
 ,  w

, ( )

rr

  и  ( )

  

связны следующими соотношениями: 

w r =   , ( )( ) 2 /rr w r w r

    =    +  , 

( )( ) ( ) 2(1 )(1 2 ) /rr w r 

      =    + − +  ,.

 (6) 

Постановка задачи приведена в следующих 

безразмерных величинах (штрих означает 

безразмерную величину): 

1

r
r

r
 = , 

(1)

1

1

c t

r
 = , 

( )

( )

1 12








 =

 + 
, 

1

w
w

r




 = , 

2

1r


 = , 2

2

1

r
r

r
 = , 

2





 


 =

 + 
, 

1 1

2

2

 



 + 
 =

 + 
, 

( )

1

(1)

1

c

c



 = , 

где 
 , 

  - упругие параметры Ламе; ( )

1c
  - 

скорость распространения продольных волн в 

оболочке и среде; w
, 

( )

  - компоненты 

перемещений и тензора напряжений; t  - время. 

Далее, штрихи в обозначении безразмерных 

величин будут опущены. 

 

3. Метод решения. 

Начально-краевая задача (1) - (5) решается с 

применением интегрального преобразования 

Лапласа по времени   [14] и метода неполного 

разделения переменных [5, 15]. В пространстве 

изображений потенциал L

 , компоненты Lw
 

вектора смещений и 
( )L

  тензора напряжений, а 

также заданную функцию 
1 ( , )Lp s   представим в 

виде бесконечных рядов по полиномам Лежандра 

(cos )nP   [16]. 

Коэффициенты бесконечных рядов, согласно 

(6), связаны между собой следующими 

соотношениями 
L L

n nw r =   , 

( )( ) 2 /L L L

rrn n nw r w r

    =    +  , 

( )( ) ( ) 2(1 )(1 2 ) /L L L

n rrn nw r 

      =    + − +  , (7) 

Тогда постановка задачи (1)-(5) относительно 

коэффициентов бесконечных рядов имеет 

следующий вид: 
2 2 L L

n n ns    =      (8) 

1

( )

1 ( )L L

rrn n
r r

p s

=
 = ,   (9) 

2 2

(1) (0)L L

rrn rrnr r r r= =
 =  , 

2 2
1 0

L L

n nr r r r
w w

= =
=  (10) 

0lim 0
r→

 = .   (11) 

В пространстве изображения общее решение 

уравнения (8) при 1 = , разыскивается в виде: 
1

1 0( , ) ( ) ( )L n L

n n nr s r R A s e− − − =   +  

0( 1) ( ) ( )n L

n nG B s + −   , 
1r s =  . (12) 

где ( )L

nA s , ( )L

nB s  - неизвестные функции 

параметра s  преобразования Лапласа. 

Теперь используя соотношения (7), находим 

выражения для компонент 
1

L

nw  вектора смещений 

и (1)L

rrn  тензора напряжений 

2

1 1( , ) ( ) ( )L n L

n n nw r s r R A s e− − −= −   +  

1( 1) ( ) ( )n L

n nG B s + −   , (13) 

(1) 3

1 1( , ) ( ) ( )L n L

rrn n nr s r Q A s e− − − =    +  

1( 1) ( ) ( )n L

n nE B s + −   ,        (14) 

где  

( ) ( ) ( )ni ni niG R e R e − = − −  , ( 1;2i = ),  

1 1 1( ) ( ) ( )n n nE Q e Q e − = − −  , 

1 2 1 1( ) ( ) 2 ( )n n nQ R R =  −   , 
1r s =  , 

0

0

( )
n

n

n nR s s −



=

=  , , ( )!/ ( )!/ 2n n n 

 = + − ,  

, 0n  = , 0  , n  , 

1
1

1 ,

0

( )
n

n

n nR s s
+

+ −



=

=  , , , , 1n n n  − =  + ,  

2
2

2 ,

0

( )
n

n

n nR s s
+

+ −



=

=  , , , , 1n n n  − =  + . 

Далее, удовлетворяя граничному условию (9) 

выражением (14), приходим бесконечной системе 

алгебраических уравнений относительно 

неизвестных функций ( )L

nA s  и ( )L

nB s , которую 

запишем в форме матричного уравнения 
2 2

1 2y y y+ − =LA G B G B p , 1 1r s
y e

− 
= ,  (15) 

0 1( ) ( ), ( ),...
T

L Ls A s A s=A , 

0 1( ) ( ), ( ),...
T

L Ls B s B s=B .  

Здесь L ,  G  - диагональные матрицы 

соответственно бесконечных элементов ( )nL s , 

( )nG s  ( 2,1= ); p  - бесконечный вектор - 

столбец с компонентами ( )np s  и они имеют 

следующие виды: 
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1 1 1( ) ( )n nL s Q r s=  , 1 ( ) ( 1) ( )n

n nG s L s= − −  

2 ( ) ( 1) ( )n

n nG s L s= − , 

3

1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) /n L

n np s r r s p s=    

С учёт условия (11), в пространстве 

изображения общее решение уравнения (8) при

0 =  разыскивается в виде: 

( ) 1

0 0, ( ) ( ) ( )L n L

n n nr s r R C s e− − − =   , 
0r s =  .   (16) 

где ( )L

nC s  - неизвестные функции параметра s . 

Используя соотношения (7) с изображением 

общего решения (16), находим выражения для 

компонент 
0

L

nw  вектора смещений и (0)L

rrn  тензора 

напряжений 
2

0 1( , ) ( ) ( )L n L

n n nw r s r R C s e− − −= −   , 
0r s =  , 

(17) 
(0) 3

0 1( , ) ( ) ( )L n L

rrn n nr s r Q C s e− − − =    . (18) 

Теперь, подставляя выражения (13), (14), (17) 

и (18) в условия контакта (10), исключив 

неизвестную функцию ( )L

nC s  из полученных 

выражений, получаем выражения 

 1

0 2 1

1

( ) ( )
( )

( , )
( )

z

L n

n n

n

L

n n

R
R t

e e
w r As

r
s

R z

−
= − +

 

1( 1) ( ) ( )n L

n nG t B s+ −  , (19) 

(0) 0 1

3 2

2 1

1

( )
( )( , ) (

)
)

(

z

L n

rr

L

n nn

n

n

Q e e
r s

r
Q t A

r
s

Q z

− 
 =


+  

1( 1) ( ) ( )n L

n nE t B s+ −  , (20) 

2 0z r s=  , 2 1t r s=  , 
0r s =  , 

для коэффициентов ряда характеристик 

напряженно-деформированного состояния 

окружающей среды относительно неизвестных 

функций ( )L

nA s , ( )L

nB s , и вторую бесконечную 

систему алгебраических уравнений, и записываем 

ее в виде матричного уравнения: 
2 2

1 2 0x x+ − =NA TB T B , 2 1r s
x e

− 
= ,  (21) 

где N ,  
T  - диагональные матрицы 

соответственно бесконечных элементов ( )nN s , 

( )nT s
 ( 2,1= )  и они определяются следующими 

выражениями: 

1 1 1 0 1 1( , ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n nN z t Q t R z Q z R t= − ,  

1 ( ) ( 1) ( , )n

n nT s N z t= − − , 
2 ( ) ( 1) ( , )n

np nT s N z t= − . 

Следует подчеркнуть, что элементы всех 

приведенных выше матриц и векторов являются 

рациональными функциями параметра s , что 

позволяет определить оригиналы искомых 

функций с помощью теории вычетов [17]. 

Таким образом, начально-краевая задача (1)-

(5) сводится к решению системы, состоящей из 

двух матричных уравнений (15) и (21). 

2 2

1 2

2 2

1 2

,

0

y y y

x x

 + − =


+ − =

LA G B G B p

NA TB T B
 (22) 

Решение системы (22) ищется в виде 

бесконечных рядов по экспонентам 

1

,

, 0

( ) l

l

l

s x y


−−



=

= A a , 1

,

, 0

( ) l

l

l

s x y


−−



=

= Β b , (23) 

( )(0) (1) (2)

, , , ,( ) ( ), ( ), ( ),...l i i is a s a s a s   =a ,  

( )(0) (1) (2)

, , , ,( ) ( ), ( ), ( ),...l i i is b s b s b s   =b . 

Далее, подставляя бесконечные ряды (23) в 

систему (22) и приравнивая коэффициенты в 

левой и правой частях при одинаковых степенях 

переменных x  и y , получим следующие 

рекуррентные соотношения для коэффициентов 

, ( )l sa , , ( )l sb  и начальные условия к ним: 

, 2 , 1 , 2( ) ( ) ( )l l ls s s  −= −a U b U b , 0l  , 2  ; 

, 2, 2,( ) ( ) ( )l l ls s s −  − = −b Jb Sa , 2l  , 0  ; 

,0 2 ,0( ) ( )l ls s=a U b , 1l  ; 
,1 2 ,1( ) ( )l ls s=a U b , 

0l  ; 

0, ( ) 0s =a , 1  ; 1, ( ) 0s =a , 0  ;  

0, ( ) 0s =b , 1, ( ) 0s =b , 0  ; 

( )

0,0

( )
( )

( )

n n

n

p s
a s

L s
= , 0n  ; 

( )

( )

kn

k nm

n

G s

L s
= U ,  

2

1

( )

( )

n

nm

n

T s

T s
= J , 

1

( )

( )

n

nm

n

N s

T s
= S , 

где nm   - знак Кронекера (n, m = 0, 1,2,...). 

Эти рекуррентные соотношения позволяют 

определить коэффициенты ряда и искомые 

функции в виде рациональных функций параметра 

преобразований Лапласа и использовать теорию 

вычетов при переходе от их изображений к 

оригиналам [17]. 

Получены формулы для компонент тензора 

напряжений и вектора смещения в пространстве 

изображений. 
2

1 1 1 1( , ) ( ) ( )L n n

n nw r s r s D r s− − −= −   ,  

(1) 3

1 1 1 1( , ) ( ) ( )L n n

rrn nr s r s W r s− − − =    , 

1

0 1 2 12

1

( )
( , ) ( )

( )

z

L n

n nn

n

R e e
w r s D r s

r R z

−
= − 


,  

(0) 0 1

1 2 13 2

2 1

( )
( , ) ( )

( )

z

L n

rrn nn

n

Q e e
r s W r s

r r Q z

− 
 = 


, 

( )

1 1

, 0

( ) ( ) ( )n

n n ij

i j

D R a s e


−

=

 =  +  

( ) 1

1( 1) ( ) ( )n n i j

n ijG b s x y− −+ −   ,  

( )

1 1

, 0

( ) ( ) ( )n

n n ij

i j

W Q a s e


−

=

 =  +  
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( ) 1

1( 1) ( ) ( )n n i j

n ijE b s x y− −+ −   . 

 

4. Численные результаты и сравнения.  

Результаты численного эксперимента 

получены для процесса нестационарного 

распространения продольной волны от 

толстостенной сферической стальной оболочки (
10

1 20.1 10E =  Pa, 
1 0.3 = , 3 3

1 7.8 10 /kg m =  ) с 

внутренним и внешним радиусами 
1 1.0r = , 

2 2.5r =  соответственно, в бесконечном 

гранитном ( 10

0 5 10E =  Pa, 
0 0.15 = , 

3 3

0 3 10 /kg m =  ) пространстве. В этом случае 

безразмерные параметры определяются 

значениями 
0 0.71 = , 

1 1.0 = , 
0 0.1765 = , 

1 0.43 = , 
0 0.195 = , 

1 1.0 = . Закон изменения 

заданной нагрузки во времени, действующей на 

внутреннюю поверхность сферической оболочки, 

выбирается в виде различных функций 

1 0( , ) ( )p p H  =  , 1 0( , ) ( )p p e H−  =    и 

2

1 0( , ) ( )p p e H−  =   , где 
0 1p = , ( )H   - 

единичная функция Хевисайда. Вычисления 

включали суммирование восьмичленных рядов по 

ортогональным полиномам Лежандра (cos )nP  . 

Графики на всех рисунках демонстрируют 

изменения компонент напряженно-

деформированного состояния оболочки в точках 

1.2r =  (кривая 1), 1.5r =  (кривая 2) и 1.8r =  

(кривая 3), когда 4 =  . Графики на рисунках 2, 

5 и 6 построены при заданной нагрузке 

1 0( , ) ( )p p H  =  , графики на рисунке 3 – когда 

1 0( , ) ( )p p e H−  =   , а графики на рисунке 4 

получены при заданной нагрузке 
2

1 0( , ) ( )p p e H−  =   . 

 
 

Рисунок 2. Изменение радиального напряжения (1)

rr  по времени, когда 1 0( , ) ( )p p H  =  . 
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Рисунок 3. Изменение радиального напряжения (1)

rr  по времени, когда 1 0( , ) ( )p p e H−  =   . 

 
 

Рисунок 4. Изменение радиального напряжения (1)

rr  по времени, когда 
2

1 0( , ) ( )p p e H−  =   . 
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Рисунок 5. Изменение радиального напряжения (1)

  по времени, когда 1 0( , ) ( )p p H  =  . 

 

 

 
Рисунок 6. Изменение радиального напряжения 

1w  по времени, когда 1 0( , ) ( )p p H  =  . 

 

Графики показывают, что с приходом волны 

появляется скачок. С увеличением r  высота 

скачки уменьшается. Графики демонстрируют 

влияние волн, отраженных от граничных 

поверхностей, на напряженно-деформированное 

состояние оболочки и окружающей среды. Из 
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графиков видно, что напряжения и перемещения 

равны нулю до прихода первой упругой волны. 

 

5. Заключение. 

Разработан алгоритм решения задачи о 

нестационарных колебаниях толстостенной 

сферической оболочки, расположенной в 

бесконечном однородном изотропном 

пространстве. Получены точные выражения для 

компонент вектора перемещения и тензора 

напряжений. Графики изменения по времени 

компонент вектора перемещения и тензора 

напряжений оболочки и окружающей среды 

показывают, что волны, отраженные от граничных 

поверхностей, оказывают влияние на напряженно-

деформируемое состояние окружающей среды и 

оболочки. 
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