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РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ ПЕРВОГО 

ПОРЯДКА С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ В ОГРАНИЧЕННОЙ ОБЛАСТИ 

 

Аннотация: В работе изучается задача продолжения решения линейных систем эллиптического типа 

первого порядка с постоянными коэффициентами в области 𝐺 по ее известным значениям на гладкой части 

𝑆 границы 𝜕𝐺. Рассматриваемая задача относится к задачам математической физики, в которых 

отсутствует непрерывная зависимость решений от начальных данных. Предполагается, что решение 

задачи существует и непрерывно дифференцируемо в замкнутой области с точно заданными данными 

Коши. Для этого случая устанавливается явная формула продолжения решения, а также формула 

регуляризации для случая, когда при указанных условиях вместо данных Коши заданы их непрерывные 

приближения с заданной погрешностью в равномерной метрике. Получены оценка устойчивости решения 

задачи Коши в классическом смысле. 

Ключевые слова: Задача Коши, некорректные задачи, функция Карлемана, регуляризованные решения, 

регуляризация, формулы продолжения. 

 

Введение и постановка задачи. 

Пусть 𝐺 - ограниченная односвязная область в 

𝑅2={𝑥:𝑥=(𝑥1,𝑥2)} с границей 𝜕𝐺=𝑆∪𝑄, 

состоящей из отрезка 𝑄={(𝑥1,0):𝑎1≤𝑥1≤𝑏1} и 

гладкой дуги 𝑆, являющейся кривой Ляпунова и 

лежащей в полуплоскости 𝑅+
2={(0,𝑥2):𝑥2>0}. 

Положим 𝐺=𝐺∪𝜕𝐺. Обозначим через𝐴 класс 

квадратных матриц 𝐷(𝑥) порядка 𝑛,𝑛≥2, 
элементами которых являются линейные формы с 

комплексными коэффициентами таких, что 
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выполняется равенство 𝐷∗(𝑥)𝐷(𝑥)=(х1
2+х2

2)𝐼; 
здесь 𝐷∗(𝑥) - сопряженная к 𝐷(𝑥) матрица, 𝐼 - 

единичная матрица. 

Рассмотрим задачу Коши 

𝐷(
𝜕

𝜕𝑥
)𝑈(𝑥)=0,        𝑥∈𝐺 ,         (1) 

𝑈(𝑥)|𝑆=𝑓(𝑥),                               (2) 

относительно неизвестной функции 𝑈(𝑥)=

(𝑈1(𝑥),𝑈2(𝑥),....,𝑈𝑛(𝑥))
Т; 𝑛≥2, здесь 

𝜕

𝜕𝑥
=

(
𝜕

𝜕𝑥1
,
𝜕

𝜕𝑥2
)

Т

, 𝑓(𝑥) - непрерывная функция, заданная 

на части 𝑆 границы области 𝐺. 

Система уравнений (1) представляет собой 

систему эллиптического типа первого порядка с 

постоянными коэффициентами. Такие системы 

охватывают широкий класс эллиптических систем; 

например, классическое уравнение Лапласа 

𝛥𝑤(𝑥)=0 можно рассматривать как частный 

случай системы (1). К системам вида (1) приводят 

многие задачи математической физики [7]; такие 

системы рассматривались в ряде работ [5], [11]-

[18], [20]. 

Рассматриваемая задача (1)-(2) относится к 

некорректным задачам математической физики, 

т.к. отсутствует непрерывная зависимость решения 

от начальных данных. В работе [4] А. Н. Тихонову 

удалось выяснить истинную природу 

некорректных задач математической физики. Он 

указал практическую важность неустойчивых 

задач и показал, что если сузить класс возможных 

решений до компакта, то из существования и 

единственности следует устойчивость решения, 

т.е. задача становится устойчивой. 

Формулы, позволяющие находить решение 

эллиптического уравнения в случае, когда данные 

Коши известны лишь на части границы области, 

получили название формул типа Карлемана. В [2] 

Карлеман установил формулу, дающую решение 

уравнений Коши-Римана в области специального 

вида. Развивая его идею, Г. М. Голузин и В. И. 

Крылов [3] вывели формулу для определения 

значений аналитических функций по данным, 

известным лишь на участке границы, уже для 

произвольных областей. Они нашли формулу 

восстановления решения по ее значениям на 

граничном множестве положительной лебеговой 

меры, а также предложили новый вариант 

формулы продолжения. Одномерным и 

многомерным обобщениям формулы Карлемана 

посвящена монография Л.А.Айзенберга [1]. 

Формула типа Карлемана, в которой используется 

фундаментальное решение дифференциального 

оператора со специальными свойствами (функция 

Карлемана), была получена М.М. Лаврентьевым 

[6,7]. В этих работах дано определение функции 

Карлемана для случая, когда данные Коши заданы 

приближенно, а также приведена схема 

регуляризации задачи Коши для уравнения 

Лапласа. Применяя этот метод, Ш. Я.Ярмухамедов 

[8,9] построил функции Карлемана для широкого 

класса эллиптических операторов, заданных в 

пространственных областях специального вида, 

когда часть границы области, является конической 

поверхностью либо гиперповерхностью. Формулы 

типа Карлемана для различных эллиптических 

уравнений и систем получены также в работах [6]-

[10], [16]-[19].  

В данной работе строится семейство вектор-

функций 𝑈(𝑥,𝜎,𝑓𝛿)=𝑈𝜎𝛿(𝑥), зависящих от 

параметра 𝜎, и доказывается, что при некоторых 

условиях и специальном выборе параметра 𝜎=
𝜎(𝛿) семейство 𝑈𝜎𝛿(𝑥), при 𝛿→0 сходится в 

обычном смысле к решению 𝑈(𝑥) задачи Коши (1)-

(2) в каждой точке 𝑥∈𝐺. Семейство функций 

𝑈(𝑥,𝜎,𝑓𝛿) с указанным свойствами, согласно М.М. 

Лаврентьеву [6], называется регуляризованным 

решением задачи. 

Основные результаты.  

Если функция 𝑈(𝑥)∈𝐶1(𝐺)∩𝐺(𝐺) является 

решением системы (1), то верно следующее 

интегральное представление [5]: 

𝑈(𝑥)=∫ 𝑀(𝑥,𝑦)
𝜕𝐺

𝑈(𝑦)𝑑𝑆𝑦,                  (3) 

где 𝑀(𝑥,𝑦)=(𝐸(
1

2𝜋
𝑙𝑛
1

𝑟
𝑢0)𝐷∗(

𝜕

𝜕𝑥
))𝐷(𝑡),𝑡=

(𝑡1,𝑡2)
𝑇- единичная внешняя нормаль, проведенная 

в точке 𝑦 границы 𝜕𝐺,  
𝑦=(𝑦1,𝑦2), 

𝑟=|𝑦−𝑥|=√(𝑦1−𝑥1)
2+(𝑦2−𝑥2)

2, 

𝐸(𝜉)=(

𝜉1 0 ..... 0
0 𝜉2 ..... 0
...................
0 0 ..... 𝜉𝑛

) 

диагональная матрица размерность 𝑛×𝑛, 𝑢0=
(1,1,...,1)∈𝑅𝑛,𝑛≥2. 

Метод получения указанных результатов 

основан на конструкции в явном виде 

фундаментального решения уравнения Лапласа, 

зависящего от положительного параметра, 

исчезающего вместе со своими производными при 

стремлении параметра к бесконечности на 𝑄, когда 

полюс фундаментального решения лежит в 

полуплоскости 𝑦2>0. Следуя М.М. Лаврентьеву, 

фундаментальное решение с указанным свойством 

назовем функцией Карлемана [7].  

 

Конструкция функции Карлемана. 

Пусть 𝜎>0. Определим при 𝛼>0 функцию 

Ф𝜎(𝑥,𝑦) следующим равенством:  

−2𝜋е𝜎𝑥2
2
Ф𝜎(𝑥,𝑦)=∫𝐼𝑚[

е𝜎𝑤
2

𝑤−𝑥2
]

∞

0

𝑢𝑑𝑢

√𝑢2+𝛼2
,     (4) 

где 𝛼=|𝑦′−𝑥′|, 𝑦′ =(𝑦1,0), 𝑥
′ =(𝑥1,0), 

𝑤=𝑖√𝑢2+𝛼2+𝑦2,𝑢≥0. 
Отделяя мнимую часть функции Ф𝜎(𝑥,𝑦), 

имеем:  

Ф𝜎(𝑥,𝑦)=
1

2𝜋
𝑒−𝜎(𝛼

2+𝑥2
2−𝑦2

2)× 
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×[∫
𝑒−𝜎𝑢

2
𝑐𝑜𝑠2𝜎𝑦2√𝑢

2+𝛼2

𝑢2+𝑟2

∞

0

𝑢𝑑𝑢− 

−∫
𝑒−𝜎𝑢

2
(𝑦2−𝑥2)𝑠𝑖𝑛2𝜎𝑦2√𝑢

2+𝛼2

𝑢2+𝑟2

𝑢𝑑𝑢

√𝑢2+𝛼2
]

∞

0
.         (5) 

В работе [9] доказано, что функция 

определенная равенствами (4) при 𝜎>0, 
представима в виде 

Ф𝜎(𝑥,𝑦)=
1

2𝜋
𝑙𝑛
1

𝑟
+𝐺𝜎(𝑥,𝑦), 

где 𝐺𝜎(𝑥,𝑦) - функция гармоническая по 

переменному ув 𝑅2, включая 𝑦=𝑥. (см. [9] стр. 765 

- 767).  

Формула (3) верна, если 
1

2𝜋
𝑙𝑛
1

𝑟
 заменить 

функцией Ф𝜎(𝑥,𝑦) определяемой равенством (4). 

Тогда интегральное представление (3) имеет вид 

𝑈(𝑥)=∫ 𝑁𝜎(𝑥,𝑦)𝜕𝐺
𝑈(𝑦)𝑑𝑆𝑦,𝑥∈𝐺,         (6) 

где  

𝑁𝜎(𝑥,𝑦)=(𝐸(𝛷𝜎(𝑥,𝑦)𝑢
0)𝐷∗(

𝜕

𝜕𝑦
))𝐷(𝑡𝑇). 

Положим 

𝑈𝜎(𝑥)=∫𝑁𝜎(𝑥,𝑦)𝑆
𝑈(𝑦)𝑑𝑆𝑦,𝑥∈𝐺.        (7)  

Теорема 1. Пусть 𝑈(𝑥) вектор- функция  из 

класса 𝐶1(𝐺)∩𝐶(𝐺), является решением системы 

(1), на 𝑆 удовлетворяющее начальному условию (2) 

и на части 𝑄 границы 𝜕𝐺 выполнено неравенство 

 |𝑈(у)|≤𝑀,𝑀>0,у∈𝑄.                  (8) 

Тогда для любого 𝑥∈𝐺 и 𝜎>0 справедлива 

оценка 

 |𝑈(𝑥)−𝑈𝜎(𝑥)|≤𝜓2(𝜎,х2)𝑀𝑒
−𝜎𝑥2

2
,         (9) 

где  

𝜓2(𝜎,х2)=
с

2
(

1

2√𝜎𝜋𝑥2
+1)𝑒−𝜎𝑥2

2
,        (10) 

здесь с - некоторая постоянная. 

Доказательство теоремы 1. 

Обозначим через 𝐼𝜎(𝑥) разность 

 𝐼𝜎(𝑥)=𝑈(𝑥)−𝑈𝜎(𝑥)=

∫ 𝑁𝜎(𝑥,𝑦)𝜕𝐺
𝑈(𝑦)𝑑𝑆𝑦− 

−∫𝑁𝜎(𝑥,𝑦)
𝑆

𝑈(𝑦)𝑑𝑆𝑦=∫𝑁𝜎(𝑥,𝑦)
𝑆

𝑈(𝑦)𝑑𝑆𝑦+ 

+∫𝑁𝜎(𝑥,𝑦)
𝑄

𝑈(𝑦)𝑑𝑦1−∫𝑁𝜎(𝑥,𝑦)
𝑆

𝑈(𝑦)𝑑𝑆𝑦= 

=∫𝑁𝜎(𝑥,𝑦)
𝑄

𝑈(𝑦)𝑑𝑦1. 

Тогда из (8) следует неравенство 

|𝐼𝜎(𝑥)|=|∫𝑁𝜎(𝑥,𝑦)𝑄
𝑈(𝑦)𝑑𝑦1|≤𝑀𝑇𝜎(𝑥), 

где  

𝑇𝜎(𝑥)=∫|𝑁𝜎(𝑥,𝑦)|𝑄
𝑑𝑦1.                  (11)  

Теорема 1 будет доказана, если установить 

справедливость неравенства  

𝑇𝜎(𝑥)≤𝜓2(𝜎,х2)𝑒
−𝜎𝑥2

2
,𝜎>0.            (12) 

Докажем (12). Для доказательства 

неравенства (12) оценим комбинации интегралов 

типа  

∑ 𝜆𝑘∫ ∑
𝜕𝛷𝜎(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦𝑗

2
𝑗=1 𝑈(𝑦)

𝜕𝐺
𝑑𝑆𝑦

𝑛
𝑘=1 ,𝑛≥2. 

Положим 

𝑚𝑎𝑥
𝑄
∑ 𝜆𝑘
𝑛
𝑘=1 =с, с=𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

Теперь оценим на части 𝑄 границы 𝜕𝐺  

∫ ∑
𝜕𝛷𝜎(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦𝑗

2
𝑗=1 𝑈(𝑦)

𝜕𝐺
𝑑𝑆𝑦. 

Следуя работе [9], имеем:  

𝜕𝛷𝜎(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦1
=−
𝑒𝜎𝑦2

2−𝜎𝑥2
2−𝜎(𝑦1−𝑥1)

2

2𝜋
× 

(𝑦1−𝑥1)𝑐𝑜𝑠𝜏(𝑦1−𝑥1)+(𝑦2−𝑥2)𝑠𝑖𝑛𝜏(𝑦1−𝑥1)

𝑟2
          (13) 

𝜕𝛷𝜎(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2
=−
𝑒−𝜎|𝑦1−𝑥1|

2+𝜎𝑦2
2−𝜎х2

2

2𝜋
× 

×
(𝑦2−𝑥2)𝑐𝑜𝑠𝜏(𝑦1−𝑥1)+|𝑦1−𝑥1|𝑠𝑖𝑛𝜏|𝑦1−𝑥1|

𝑟2
, 

𝜏=2𝜎𝑦2.                               (14) 

Полагая 𝑦2=0 в (13) и оценивая имеем: 

∫|
𝜕Ф𝜎

𝜕𝑦1
|

𝑄
𝑑𝑦1=∫ |−

1

2𝜋

(𝑦1−𝑥1)𝑒
−𝜎(𝑦1−𝑥1)

2−𝜎𝑥2
2

(𝑦1−𝑥1)
2+𝑥2

2 |
𝑏1
𝑎1

𝑑𝑦1= 

≤
1

2𝜋
𝑒−𝜎𝑥2

2
∫
𝛼𝑒−𝜎𝛼

2

𝛼2+𝑥2
2

∞

−∞

𝑑𝛼≤
1

4√𝜋𝜎

1

𝑥2
𝑒−𝜎𝑥2

2
.  

Таким образом, ∫|
𝜕Ф𝜎

𝜕𝑦1
|

𝑄
𝑑𝑦1≤

1

4√𝜎𝜋

1

𝑥2
𝑒−𝜎𝑥2

2
. 

Оценивая теперь ∫|
𝜕Ф𝜎

𝜕𝑦2
|

𝑄
𝑑𝑦1 и полагая 𝑦2=0, 

будем иметь 

∫|
𝜕Ф𝜎

𝜕𝑦2
|

𝑄

𝑑𝑦1=
1

2𝜋
𝑒−𝜎𝑥2

2
∫

𝑥2𝑒
−𝜎|𝑦1−𝑥1|

2

(𝑦1−𝑥1)
2+𝑥2

2

𝑏1

𝑎1

𝑑𝑦1≤ 

≤
1

2𝜋
𝑒−𝜎𝑥2

2
∫

𝑥2

𝑦1
2+𝑥2

2

∞

−∞

𝑑𝑦1=𝜋⋅
1

2𝜋
𝑒−𝜎𝑥2

2

=
1

2
𝑒−𝜎𝑥2

2
. 

Учитывая, эти оценки получим:  

𝑇𝜎(𝑥)≤
1

2
(

1

2√𝜎𝜋𝑥2
+1)𝑒−𝜎𝑥2

2
,𝜎>0. 

Теорема 1 доказана.  

Следствие 1. При каждом 𝑥∈𝐺 справедливы 

равенства 

𝑙𝑖𝑚
𝜎→∞
𝑈𝜎(𝑥)=𝑈(𝑥), 

 𝑙𝑖𝑚
𝜎→∞

𝜕𝑈𝜎(𝑥)

𝜕х𝑖
=
𝜕𝑈(𝑥)

𝜕х𝑖
,𝑖=1,2. 

Обозначим через 𝐺𝜀 множество  

𝐺𝜀={(𝑥1,𝑥2)∈𝐺,𝑎>𝑥2≥𝜀, 

𝑎=𝑚𝑎𝑥
𝑇

ℎ(𝑥1),0<𝜀<𝑎,}. 

Легко заметить, что множество 𝐺𝜀⊂𝐺 

является компактным. 

Следствие 2. Если х∈𝐺𝜀, то семейство 

функций {𝑈𝜎(𝑥)} и {
𝜕𝑈𝜎(𝑥)

𝜕х𝑖
} сходиться равномерно 

при 𝜎→∞, т.е.: 

  𝑈𝜎(𝑥)  𝑈(𝑥), 

 
𝜕𝑈𝜎(𝑥)

𝜕х𝑖
  

𝜕𝑈(𝑥)

𝜕х𝑖
,𝑖=1,2.  

Следует отметить, что множества 𝛱𝜀=𝐺\𝐺𝜀 
служить пограничным слоем данной задачи, как в 

теории сингулярных возмущений, где нет 

равномерной сходимости.  
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Предположим теперь, что кривая 𝑆 задана 

уравнением 𝑦2=ℎ(𝑦1), 𝑦1∈[𝑎1,𝑏1], где ℎ 

однозначная функция, удовлетворяющая условиям 

Ляпунова. Положим  

𝑎=𝑚𝑎𝑥
𝑄
ℎ(𝑦1), 𝑏=𝑚𝑎𝑥

𝑄
√1+(

𝑑ℎ

𝑑𝑦1
)
2

. 

Приведём оценку устойчивости решения 

задачи Коши для линейных эллиптических систем 

первого порядка.  

Теорема 2. Пусть на части 𝑄 границы 𝜕𝐺 
выполняется неравенство (8) а на части 𝑆 границы 

𝜕𝐺 выполнено неравенство 

|𝑈(𝑦)|≤𝛿, 𝑦∈𝑆, 0<𝛿≤𝑀𝑒−𝜎𝑎
2
.      (15) 

Тогда для любого х∈𝐺 и 𝜎>0 справедлива 

оценка  

|𝑈(𝑥)|≤𝜃(𝜎,𝑥2)𝑀
1−𝑥2

2/𝑎2𝛿𝑥2
2/𝑎2,          (16) 

где  

𝜃(𝜎,𝑥2)=𝑚𝑎𝑥
𝑆
(𝜓2(𝜎,𝑥2),𝜓2(𝜎,𝑥2)), 

𝜓2(𝜎,х2) определяется по формуле (10), 

𝜓2(𝜎,𝑥2)=(
𝑏

2√𝜋𝜎(𝑎−𝑥2)
+
2√𝜎𝑎𝑏

2√𝜋
)𝑐, 

𝑐=𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 
Доказательство теоремы 2. Из интегральной 

формулы (6) и теоремы 1 учитывая условие (8), а 

также неравенства (12) получим: 

|𝑈(𝑥)|≤∫|𝑁𝜎(𝑥,𝑦)𝑈(𝑦)|
𝑆

𝑑𝑆𝑦+ 

+∫|𝑁𝜎(𝑥,𝑦)𝑈(𝑦)|
𝑄

𝑑𝑆𝑦≤ 

|𝑈𝜎(𝑥)|+𝑀𝜓2(𝜎,𝑥2).                   (17) 

где 𝑈𝜎(𝑥) определяется по формуле (7).  

Теперь с учетом формуле (13), повторяя 

рассуждение, доказательстве теоремы 1 имеем: 

∫|
𝜕Ф𝜎

𝜕𝑦1
|

𝑆

𝑑𝑆𝑦

≤∫
𝑏𝑒𝜎𝑎

2−𝜎𝑥2
2

2𝜋
{
|𝑦1−𝑥1|𝑒

−𝜎(𝑦1−𝑥1)
2

(𝑦1−𝑥1)
2+(𝑦2−𝑥2)

2

𝑏1

𝑎1

+ 

+
|𝑦2−𝑥2||𝑠𝑖𝑛2𝜎𝑦2(𝑦1−𝑥1)|𝑒

−𝜎(𝑦1−𝑥1)
2

(𝑦1−𝑥1)
2+(𝑦2−𝑥2)

2 }𝑑𝑦1.  

Теперь оценивая эти интегралы получим: 

∫
𝑏𝑒𝜎𝑎

2−𝜎𝑥2
2

2𝜋

|𝑦1−𝑥1|𝑒
−𝜎(𝑦1−𝑥1)

2

(𝑦1−𝑥1)
2+(𝑦2−𝑥2)

2
𝑑𝑦1

𝑏1

𝑎1

+ 

+∫
𝑏𝑒𝜎𝑎

2−𝜎𝑥2
2

2𝜋

𝑏1

𝑎1

× 

×
|𝑦2−𝑥2||𝑠𝑖𝑛2𝜎𝑦2(𝑦1−𝑥1)|𝑒

−𝜎(𝑦1−𝑥1)
2

(𝑦1−𝑥1)
2+(𝑦2−𝑥2)

2
𝑑𝑦1≤ 

≤
𝑏𝑒𝜎𝑎

2−𝜎𝑥2
2

2𝜋
∫

|𝑦1−𝑥1|𝑒
−𝜎(𝑦1−𝑥1)

2

(𝑦1−𝑥1)
2+(𝑦2−𝑥2)

2
𝑑𝑦1

+∞

−∞

+ 

+
𝑏𝑒𝜎𝑎

2−𝜎𝑥2
2

2𝜋
× 

×∫
4𝜎𝑎|𝑦1−𝑥1||𝑦2−𝑥2|𝑒

−𝜎(𝑦1−𝑥1)
2

(1+2𝜎𝑎|𝑦1−𝑥1|)(𝑦1−𝑥1)
2+(𝑦2−𝑥2)

2
𝑑𝑦1

+∞

−∞

 

+
𝑎𝑏𝜎𝑒𝜎𝑎

2−𝜎𝑥2
2

𝜋
∫ 𝑒−𝜎(𝑦1−𝑥1)

2
𝑑𝑦1

+∞

−∞

= 

=(
𝑏

4√𝜋𝜎(𝑎−𝑥2)
+
√𝜎𝑎𝑏

√𝜋
)𝑒𝜎𝑎

2−𝜎𝑥2
2
. 

При оценке интегралов, использовано 

следующие неравенства  

|𝑠𝑖𝑛2𝜎𝑦2(𝑦1−𝑥1)|≤
4𝜎|𝑦2(𝑦1−𝑥1)|

1+2𝜎|𝑦2(𝑦1−𝑥1)|
,   

которая следует из |𝑠𝑖𝑛𝑥|≤
2|𝑥|

1+|𝑥|
, 𝑥≥0, 

|𝑦1−𝑥1|

(𝑦1−𝑥1)
2+(𝑦2−𝑥2)

2
<

1

2(𝑎−𝑥2)
, 

|𝑦1−𝑥1||𝑦2−𝑥2|

(𝑦1−𝑥1)
2+(𝑦2−𝑥2)

2
≤
1

2
. 

Далее с учетом формулы (14) повторяя 

рассуждение, вышеуказанных оценок интегралов 

получим: 

∫|
𝜕𝛷𝜎(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2
|

𝑆

𝑑𝑆𝑦≤ 

≤(
𝑏

4√𝜋𝜎(𝑎−𝑥2)
+
√𝜎𝑎𝑏

√𝜋
)𝑒𝜎𝑎

2−𝜎𝑥2
2
. 

Сложив полученные оценки имеем: 

∫|∑
𝜕Ф𝜎(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦𝑗

2

𝑗=1

|
𝑆

𝑑𝑆𝑦≤ 

≤(
𝑏

2√𝜋𝜎(𝑎−𝑥2)
+
2√𝜎𝑎𝑏

√𝜋
)𝑒𝜎𝑎

2−𝜎𝑥2
2
.  

Из интегральной формулы (17) и условия (15) 

получим: 

|𝑈(𝑥)|≤𝛿∫|𝑁𝜎(𝑥,𝑦)|
𝑆

𝑑𝑆𝑦+ 

+𝑀∫|𝑁𝜎(𝑥,𝑦)|
𝑄

𝑑𝑆𝑦≤ 

≤𝛿𝑒𝜎𝑎
2−𝜎𝑥2

2
(

𝑏

2√𝜋𝜎(𝑎−𝑥2)
+
2√𝜎𝑎𝑏

2√𝜋
)+ 

+𝑀𝑒−𝜎𝑥2
2
(
1

4√𝜎𝜋𝑥2
+
1

2
)= 

=𝜃(𝜎,𝑥2)(𝑀𝑒
−𝜎𝑥2

2
+𝛿𝑒𝜎𝑎

2−𝜎𝑥2
2
).          (18) 

Наилучшая оценка для функции |𝑈(𝑥)| 
получается в случае, когда  

𝑀𝑒−𝜎𝑥2
2
=𝛿𝑒𝜎𝑎

2−𝜎𝑥2
2
 

или  

𝜎=
1

𝑎2
𝑙𝑛
𝑀

𝛿
.                          (19) 

Подставляя выражение для 𝜎 из равенства (19) 

в (18) получим доказательство неравенства (16). 

Теорема 2 доказана.  

Положим 

𝑈𝜎𝛿(𝑥)=∫𝑁𝜎(𝑥,𝑦)𝑆
𝑈(𝑦)𝑑𝑆𝑦, 𝑥∈𝐺.       (20) 

Теорема 3. Пусть вектор - функция 𝑈(𝑥)∈

𝐶1(𝐺)∩𝐶(𝐺) являющееся решением системы (1), 

на 𝑆 удовлетворяет условие (2) и |𝑈(у)|≤𝑀, у∈
𝑄. Если заданы приближения функции 𝑓(𝑥), 
𝑓𝛿(𝑥)∈С(𝑆) с заданным уклонением 𝛿>0 т.е.: 

𝑚𝑎𝑥
𝑆
|𝑓(𝑥)−𝑓𝛿(𝑥)|<𝛿,0<𝛿≤𝑀𝑒

−𝜎𝑎2, 
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тогда для любого 𝑥∈𝐺 справедлива оценка 
|𝑈(𝑥)−𝑈𝜎𝛿(𝑥)|≤ 

𝜃(𝜎,х2)𝑀
1−𝑥2

2/𝑎2𝛿𝑥2
2/𝑎2.                  (21)  

Доказательство теоремы 3. 

Находим разность:  

𝑈(𝑥)−𝑈𝜎𝛿(𝑥)=∫ 𝑁𝜎(𝑥,𝑦)
𝜕𝐺

𝑈(𝑦)𝑑𝑆𝑦 

−∫𝑁𝜎(𝑥,𝑦)
𝑆

𝑈𝛿(𝑦)𝑑𝑦1= 

=∫𝑁𝜎(𝑥,𝑦)
𝑆

𝑈(𝑦)𝑑𝑆𝑦+∫𝑁𝜎(𝑥,𝑦)
𝑄

𝑈(𝑦)𝑑𝑦1 

−∫𝑁𝜎(𝑥,𝑦)
𝑆

𝑈𝛿(𝑦)𝑑𝑆𝑦= 

=∫𝑁𝜎(𝑥,𝑦)[
𝑆

𝑓(𝑦)−𝑓𝛿(𝑦)]𝑑𝑆𝑦 

+∫𝑁𝜎(𝑥,𝑦)
𝑄

𝑈(𝑦)𝑑𝑦1. 

Тогда из теоремы 1 и 2, с учетом условия 

теоремы 3 получим: 
|𝑈(𝑥)−𝑈𝜎𝛿(𝑥)|= 

=|∫𝑁𝜎(𝑥,𝑦)[
𝑆

𝑓(𝑦)−𝑓𝛿(𝑦)]𝑑𝑆𝑦|+ 

+|∫𝑁𝜎(𝑥,𝑦)
𝑄

𝑈(𝑦)𝑑𝑦1|≤ 

≤𝑀∫|𝑁𝜎(𝑥,𝑦)|
𝑄

𝑑𝑦1+𝛿∫|𝑁𝜎(𝑥,𝑦)|
𝑆

𝑑𝑆𝑦≤ 

≤𝑀𝜓2(𝜎,х2)𝑒
−𝜎𝑥2

2
+𝛿∫|𝑁𝜎(𝑥,𝑦)|𝑆

𝑑𝑆𝑦.         (22) 

Здесь 𝜓2(𝜎,х2) определяется по формуле (10). 

Утверждение теоремы 3 следует из неравенства  

∫|𝑁𝜎(𝑥,𝑦)|
𝑆

𝑑𝑆𝑦≤ 

≤𝜓2(𝜎,х2)𝑒
𝜎𝑎2−𝜎𝑥2

2
, 𝜎>0, 𝑥2>0        (23) 

Действительно, из (22) и (23) получим: 

 |𝑈(𝑥)−𝑈𝜎𝛿(𝑥)|≤𝑀𝜓2(𝜎,х2)𝑒
−𝜎𝑥2

2
+ 

+𝛿𝜓2(𝜎,х2)𝑒
𝜎𝑎2−𝜎𝑥2

2
= 

=𝜃(𝜎,𝑥2)(𝑀𝑒
−𝜎𝑥2

2
+𝛿𝑒𝜎𝑎

2−𝜎𝑥2
2
).        (24) 

Подставляя выражение для 𝜎 из равенства (19) 

в (24) получим оценку (21). 

Теорема 3 доказана.  

Следствие 3. При каждом 𝑥∈𝐺 справедливы 

равенства 

𝑙𝑖𝑚
𝛿→0
𝑈𝜎𝛿(𝑥)=𝑈(𝑥), 

𝑙𝑖𝑚
𝛿→0

𝜕𝑈𝜎𝛿(𝑥)

𝜕х𝑖
=
𝜕𝑈(𝑥)

𝜕х𝑖
,𝑖=1,2. 

Следствие 4. Если х∈𝐺𝜀, то семейство 

функций {𝑈𝜎𝛿(𝑥)}и {
𝜕𝑈𝜎𝛿(𝑥)

𝜕х𝑖
} сходиться равномерно 

при 𝛿→0, т.е.: 

𝑈𝜎𝛿(𝑥) 𝑈(𝑥), 
𝜕𝑈𝜎𝛿(𝑥)

𝜕х𝑖
 

𝜕𝑈(𝑥)

𝜕х𝑖
,𝑖=1,2. 

 

Заключение. 

В статье получены следующие результаты: 

при помощи функции Карлемана, получена 

формула продолжения решения линейных 

эллиптических систем первого порядка с 

постоянными коэффициентами в ограниченной 

области. Полученная формула является аналогом 

классической формулы Б. Римана, В. Вольтера и Ж. 

Адамара, построенной ими для решения задачи 

Коши в теории гиперболических уравнений. 

Приведена оценка устойчивости решения задачи 

Коши в классическом смысле. Рассмотрена задача, 

когда вместо точных данных задачи Коши даны их 

приближения с заданным уклонением в 

равномерной метрике и в предположении, что 

решение задачи Коши ограничено на части 𝑄 

границы области G, получена явная формула 

регуляризации. 
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